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1.本课程是自成体系的，学过普通物理学中原子物
理者，原则上可以学懂本课程的主要内容； 

2.本课程力争深入浅出，从例子和具体问题出发，
并尽可能触及量子物理研究的科学前沿；

3.阐释量子力学的思想起源，倡导科学精神，强调
解决具体问题的计算能力和分析能力。

基础知识要求：
初等量子力学或原子物理，线性代数，数学物理方程 

课程特色与要求

学习方法的三点要求：
多动手，善思考，勤提问
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问题导向的讨论

“量子力学不讲理”“是从天上掉下来的”

没有讲清薛定谔方程、海森堡方程和对易关系由来

的科学思想，从教科书到教科书（嚼过的馍无味）

，失去了原始论文中的基本精神和科学发现逻辑

曾谨言，《物理》29卷（2000年）436页

来自北大的学生批评：

现有一些教材的主要问题
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问题可能起因

在《初等量子力学》和《高等量子力学》之间，有思

维逻辑的gap（空隙），随着时间的推移并没弥合

初等量子力学：
只引入方程

高等量子力学：
只强调技术技巧

学科前沿引介
量子信息应用

形式理论
范围拓展
多体问题
更多技巧

基本方程形成的逻辑GAP

仍然有gap

时间线
例外

吴大猷（1907-2000）
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要填补这样的间隙 、要讲道理

1. 解决“知其然知其所以然” 问题

2. 启发进一步在科学前沿研究工作

从运动方程到对易关系

d

d𝑡
𝑋, 𝑃 = 0,

𝐶∗ = 𝑋𝑃 − 𝑃𝑋 † = −𝑋𝑃 + 𝑃𝑋 = −𝐶

𝑋, 𝑃 = 𝑖ℏ

𝑋, 𝑃 = 常数𝐶.

ሶ𝑃 = −𝜕𝑉(𝑥)/𝜕x

孙昌璞在马克斯.玻恩墓前（2015）

玻恩（1882-1970）
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观点更新：绘景就是表象

Picture      Representation ≅

薛定谔固定基矢： 1 , 2 , ⋯ , 𝑚 , ⋯

海森堡时变基矢： 1 𝑡 , 2 𝑡 , ⋯ , 𝑚 𝑡 , ⋯ ：

iℏ ሶ𝐴𝐻 𝑡 = 𝐴𝐻 𝑡 , 𝐻 𝑡 + iℏ
𝜕𝐴𝑆 𝑡

𝜕𝑡
H

矩阵表示 𝐴𝑚𝑛 𝑡 = 𝑚 𝐴𝐻 𝑡 𝑛 = 𝑚 𝑡 𝐴𝑆 𝑡 𝑛 𝑡

海森堡方程

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑚 𝑡 = 𝐻𝑆 𝑡 𝑚 𝑡 ， 𝑚 0 = 𝑚 ;

薛定谔基矢到海森堡时变基矢的表象变换
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观点更新：测量问题

举例：被忽略的重要观念

玻恩几率解释 和 期望值假设是等价的

逆命题:若在 𝜓|ۄ 上测量𝐴结果确定，则 𝜓|ۄ 一定是𝐴的本征态

测量结果确定 = ۄ|𝜓 上测𝐴得平均值 ҧ𝐴的均方差涨落=0

当且仅当 𝐴 − 𝐴 𝜓|ۄ = 0
𝐴 𝜓|ۄ = 𝐴 𝜓|ۄ

Δ𝐴 2 = 0

𝐴 = 𝑎𝑛, 𝑛 = 1,2, . . .

证明

Δ𝐴 2 = 𝜓| 𝐴 − 𝐴 2|𝜓 = 𝜓|𝐴2|𝜓 − 𝐴 2

= 𝐴 − 𝐴 𝜓| 𝐴 − 𝐴 𝜓 ≡ Φ Φ ,

确定的测量结果只能是A的本征值 7

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



澄清误读：波包塌缩假说与重复测量

中子的双缝干涉“波”到“粒子”的跃变

| 𝜓ۄ = ෍
𝑛

𝑐𝑛 | 𝑛ۄ → | 𝑛ۄ | 𝜓ۄ |𝜓ۃ → ෍
𝑛

𝑐𝑛
2 | 𝑛ۄ |𝑛ۃ

波包塌缩和退相干均导致：重复测量得到相同结果
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深入理解：二次量子化是表象变换

𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛𝑁 = 𝑁

,𝑛1|ۄ 𝑛2, . . . = 𝑛1! 𝑛2! ⋯ 𝑛𝑁!

𝑁!
෍

𝑃‘

𝑃’ |ۄ 𝑢1(1)𝑢1(2) … 𝑢1(𝑛1);

𝑛1个

𝑢2(𝑛1 + 1). . . 𝑢2(𝑛1 + 𝑛2);

𝑛2个

…

实空间到粒子数（对称或反对称）空间的变换

𝑎𝑗 𝑁 =
1

𝑁
ۃ ൯𝑢𝑗(𝑁 | ෍

𝑙=1

𝑁

𝑝𝑁𝑙 ：𝑎𝑗 = ෍

𝑁=1

∞

෪⊕ 𝑎𝑗 𝑉 𝑁 → 𝑉 𝑁−1

玻色子消灭算子的明显形式：对称式减少一行一列

=

𝑢1 1 𝑢2 1 … 𝑢𝑁 1

𝑢1 2 𝑢2 2 … 𝑢𝑁 2
… … … …

)𝑢1(𝑁 𝑢2 𝑁 … 𝑢𝑁 𝑁

𝑢1 1 𝑢2 1 … 𝑢𝑁−1 1

𝑢1 2 𝑢2 2 … 𝑢𝑁−1 2
… … … …

)𝑢1(𝑁 − 1 𝑢2 𝑁 − 1 … 𝑢𝑁−1 𝑁 − 1

𝑎𝑗

9

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



深入理解：二次量子化是表象变换

基本対易关系和力学量的变换

ൣ𝑎𝑗 , 𝑎𝑙
+] = 𝛿𝑗𝑙 , [𝑎𝑗 , 𝑎𝑙] = 0 ෍

𝑗=1

𝑁

|ۄ )𝑚(𝑗 ۃ )𝑛(𝑗 | = 𝑎𝑚
+ 𝑎𝑛

单体和二体算子 F 二次量子化表示

𝐹 = ෍

𝑚𝑛

𝑓𝑚𝑛 𝑎𝑚
+ 𝑎𝑛 𝑊 = ෍

𝑚𝑛𝑟𝑠

𝑊𝑚𝑛𝑟𝑠 𝑎𝑚
+ 𝑎𝑛

+𝑎𝑟𝑎𝑠

𝐻 = ෍ 𝑇𝑚𝑛 𝑎𝑚
+ 𝑎𝑛 + ෍

𝑚𝑛𝑟𝑠

𝑊𝑚𝑛𝑟𝑠 𝑎𝑚
+ 𝑎𝑛

+𝑎𝑟𝑎𝑠

10

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



对已有高等量子力学教材的点评

1. 曾谨言《量子力学 II》，科学出版社
     系统全面准确，强调计算能力，新版涵盖前沿领域

2. 吴兆颜，《高等量子力学》，吉林大学出版社（2008）
 逻辑和数学上严谨，物理概念准确

3. 喀兴林，《高等量子力学》，高等教育出版社（1999）
     系统、细致、可读性强，偏重推导 

4. Steven Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, 

Cambridge University Press（2015）
  “一流科学家，一流教材”，同时强调基本概念、思想和逻辑体系

5. J. Sakurai, J.Napolitano：《Modern Quantum Mechanics》, 

     Third Edition，World  Publishing  Co. （2011）
    物理图像简洁，例子丰富，习题是生动的物理问题

6. 邹鹏程，《量子力学》，高等教育出版社（2003）
    非高等，但有特色，二次量子化、偶然简并
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推荐吴大猷先生的量子力学教材

吴大猷先生《量子力学（甲部）》（他

的乙部主要是讲量子场论和群论）。这本 

“教” 学贯中西的书，从矩阵力学入手连

贯一致第讲授量子力学，在当代教材中是

极为少有的。 吴先生的书还原了量子力学

发展的历史逻辑，读后使大家觉得量子力

学是“讲道理”的，并自然地感觉到矩阵

力学的引入是旧量子论和爱因斯坦可观察

观念结合的自然结果。 吴先生书的风格严

谨而有深度、它偏于简练，给读者会留下

更多的思考空间和触类旁通的发挥余地。
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关于朗道《量子力学》的“推导”

Landau—Zener跃迁𝐸(𝑡)

𝑍(𝑡)

𝐸1 (𝑡)

𝐸2 (𝑡)

不是通常标准下的好教科书：

推导的逻辑不连贯

Zener（1932）：特殊函数的渐近行为（严谨的数学）

Landau：垒项反射 围道积分   （事实上推导不下来）

朗道《量子力学》 53节：P180 13
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关于《费曼讲义》量子力学的“直觉”

物理直觉不能代替“证明”

直觉-严谨悖论！

𝑖ℏ
𝜕𝜓1

𝜕𝑡
= 𝑈1𝜓1 + 𝑘𝜓2

𝑖ℏ
𝜕𝜓2

𝜕𝑡
= 𝑈2𝜓2 + 𝑘𝜓1

𝑈1 − 𝑈2 = 𝑞𝑣

𝜓𝑗 = 𝐴 sin 𝑤𝑗𝑡 + 𝐵 cos 𝑤𝑗 𝑡

振荡⇒没有约瑟芬森效应

𝜓𝑗 = 𝜌𝑗𝑒 𝑖𝜃𝑗

𝐽 = 𝐽0 sin( 𝜃0 + 𝑞𝑣𝑡)

严格解

近似解

“表演简约影响了科学的表述”

绝
缘
体

V
+ -

超导体II
𝜓2

超导体I
𝜓1
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倡导“研究性学习”

学习： 掌握已发现的知识
研究： 创造和发现新知识

研究性学习：在掌握必需知识
最小集合的基础上独立地提出
问题、发现问题和解决问题,
努力发现和建立新知识，哪怕
一点点。可以是已有知识的再
发现，目的在于培养自己创造
知识的能力。

黄昆院士，中国半导体科学奠基人
驾驭知识 研究性学习
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不理睬对学习量子力学的“科普”误导！

费曼：我确信没有
人能够懂量子力学

玻尔：“如果谁没对量子力学产生困
惑，那他就没有真正搞懂量子力学

”

“我是感到不舒服的人之一。如果非要一句话
来总结哥本哈根诠释，那应当是“闭嘴，去计
算!“ 但是我不会闭嘴。我宁愿庆祝量子理论
的奇异性，而不是否认它...... ”

“Shut up and calculate”的误传

David-Mermin 2004 16
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Shut up and calculate?
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第一章：量子力学的思想与数学结构

1.1 从玻尔模型到矩阵力学
1.2 波动力学与玻恩几率诠释
1.3 量子力学基本原理的数学表达：
1.4 表象及其变换理论:海森堡表象
1.5 密度矩阵及其初步应用
1.6 谐振子量子化的代数方法
     

       量子力学的理论体系小结
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1.1 从玻尔模型到矩阵力学

19
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1.1 从玻尔模型到矩阵力学

1913年，玻尔（Niels Bohr）
针对卢瑟福（Rutherford）的

实验提出：原子的能量是
量子化的

3、角动量量子化       𝑚𝜐𝑟 = 𝑛ℏ, 𝑛 = 1,2, …

2、跃迁吸收辐射光子 𝜔𝑚𝑛= Τ𝐸𝑚 − 𝐸𝑛 ℏ

1、原子能量取分立值 𝐸 = 𝐸1,  𝐸2,  …  ,  𝐸𝑛,  …
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从玻尔模型到矩阵力学

Ritz 组合公式

𝜔𝑚𝑛 = 𝜉
1

𝑛2 −
1

𝑚2 . 
复习：
玻尔如何推导出Ritz公式？

𝜔𝑚𝑛 = Τ𝐸𝑚 − 𝐸𝑛 ℏ
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从玻尔模型到矩阵力学

根据经典电动力学，由坐标的傅里叶变换

描述的加速带电粒子，其辐射功率由其加速度决定，即

带电粒子加速运动辐射光的特征频率，一定是出
现在坐标的傅里叶变换中的振动项的频率。

𝑊 =
4𝑒2

3𝑐3
| ሷ𝑋|2

𝑋(𝑡) = ෍

𝑛

𝑋𝑛ei𝜔𝑛𝑡
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从玻尔模型到矩阵力学

原子轨道坐标和动量不是直接的可观察量。能观察到的辐射
吸收与两个指标（轨道）有关，对应着确定的跃迁频率；因
此，相应的坐标傅里叶变换必须与两个指标 m,n 有关：

即加速电荷辐射光子的功率正比于辐射率的4次方。

电荷 𝑒 做简谐振动时频率𝜔𝑚𝑛辐射的功率为

𝑋 = ෍

𝑚,𝑛

𝑋𝑚𝑛ei𝜔𝑚𝑛𝑡 , 𝜔𝑚𝑛 = Τ𝐸𝑚 − 𝐸𝑛 ℏ .

𝑊 =
4𝑒2

3𝑐3
| ሷ𝑋|2 → 𝑊 𝑚→𝑛 ∝ |𝑋𝑚𝑛|2𝜔𝑚𝑛

4 ,

海森堡 (Werner Heisenberg，1925年)
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海森堡意识到不可对易性，但不知道这是矩阵的特性

从玻尔模型到矩阵力学

谐振子动量和坐标双指标表示：

依据玻恩（1924年《量子力学》）提出差分量子
化关系(具体形式略)，海森堡给出能量量子化

𝑋 = ෍

𝑚𝑛

𝑋𝑚𝑛ei𝜔𝑚𝑛𝑡
𝑃 = ෍ 𝑃𝑚𝑛ei𝜔𝑚𝑛𝑡

𝐸𝑛 = 𝑛 +
1

2
ℏ𝜔,

𝑋 𝑃 ≠ 𝑃 𝑋 .
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海森堡如何意识到不可对易性

计算谐振子系统的能量

涉及到 ሶ𝑥2和𝑥2的计算，海森堡用了以下规则

涉及到不可对易性，需要注意 𝑋 和 𝑃 前
后的次序。当年海森堡工作也隐含假设
了它们是实的，对应的矩阵是厄米的。

ሶ𝑋2
𝑚𝑛

= ෍

𝑙

ሶ𝑋𝑚𝑙
ሶ𝑋𝑙𝑛 = ෍

𝑙

𝜔𝑚𝑙𝜔𝑙𝑛𝑋𝑚𝑙𝑋𝑙𝑛

𝑋2
𝑚𝑛 = ෍

𝑙

𝑋𝑚𝑙𝑋𝑙𝑛

𝐻 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 +

1

2
𝑚𝜔2𝑥2
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从玻尔模型到矩阵力学

玻恩认为，𝑋, 𝑃 可表示为矩阵

并推导出了基本对易关系

𝑋, 𝑃 ≡ 𝑋𝑃 − 𝑃𝑋 =?

𝑋 =

𝑋11 𝑋12 . . . 𝑋1𝑛

𝑋21 𝑋22 . . . 𝑋2𝑛

. . . . . . . . . . . .
𝑋𝑛1 𝑋𝑛2 . . . 𝑋𝑛𝑛

，𝑃 =

𝑃11 𝑃12 . . . 𝑃1𝑛

𝑃21 𝑃22 . . . 𝑃2𝑛

. . . . . . . . . . . .
𝑃𝑛1 𝑃𝑛2 . . . 𝑃𝑛𝑛

玻恩和约当的“两个人文章”第二种方法： 

Born, W and P. Jordan 1925. Zur Quantenmechanik. Z. Physik, 34, 858 
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基本对易关系与运动方程自洽

假设 𝑋 和 𝑃 是矩阵,仍然满足运动方程

矩阵的微分运算法则：计算中注意𝑋, 𝑃的先后顺序

ሶ𝑃 = −
𝜕𝑉 𝑋

𝜕𝑋
, ሶ𝑋 =

𝑃

𝑚
,

d

d𝑡
𝑋, 𝑃 =

d

d𝑡
𝑋𝑃 − 𝑃𝑋 = ሶ𝑋𝑃 + 𝑋 ሶ𝑃 − ሶ𝑃𝑋 − 𝑃 ሶ𝑋

=
𝑃

𝑚
𝑃 + 𝑋 −

𝜕𝑉 𝑋

𝜕𝑋
− −

𝜕𝑉 𝑋

𝜕𝑋
𝑋 −

𝑃

𝑚
𝑃= 0
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基本对易关系推导

常数ℏ由谐振子黑体辐射问题确定为普朗克常数ℏ = ℎ/2𝜋 ：由

对易关系计算得出谐振子能量与普朗克公式对比得到

d

d𝑡
𝑋, 𝑃 = 0, 𝑋, 𝑃 = 常数𝐶.

∵ 𝐶∗ = 𝑋𝑃 − 𝑃𝑋 † = −𝑋𝑃 + 𝑃𝑋 = −𝐶, ∴ 𝐶 = iℏ

[𝑋, 𝑃] = iℏ玻恩-约当对易关系

𝐸 = 𝑛 +
1

2
ℏ 𝐸 = 𝑛 +

1

2
ℎ/2𝜋
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谐振子量子化 (海森堡，1925年)

谐振子哈密顿量：𝐻 =
𝑃2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑋2,

傅里叶分量满足：

令
              𝑋𝑚𝑛 𝑡 = 𝑋𝑚𝑛 0 ei𝜔𝑚𝑛𝑡

则

ሷ𝑋𝑚𝑛 + 𝜔2𝑋𝑚𝑛 = 0.

ሷ𝑋 + 𝜔2𝑋 = 0,

𝜔𝑚𝑛
2 − 𝜔2 𝑋𝑚𝑛 = 0
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谐振子量子化 (海森堡，1925年)

𝜔𝑚𝑛
2 − 𝜔2 𝑋𝑚𝑛 = 0

𝑋𝑚𝑛 = 𝑋𝑚,𝑚+1𝛿𝑛,𝑚+1 + 𝑋𝑚,𝑚−1𝛿𝑛,𝑚−1

仅当𝜔𝑚𝑛 = ±𝜔, 𝑋𝑚𝑛 ≠0
对于𝜔𝑚𝑛 ≠ ±𝜔, 𝑋𝑚𝑛 = 0

对所有定态进行编号,设 𝑋𝑚,𝑚±1 非零，只有跃迁
𝑚 → 𝑚 ± 1存在且频率为𝜔, 记 𝜔𝑚,𝑚±1= ±𝜔。 
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谐振子量子化：矩阵元计算

左边 = i ෍

𝑙

𝜔𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙𝑋𝑙𝑛 − 𝑋𝑛𝑙𝜔𝑙𝑛𝑋𝑙𝑛

 = 2i σ𝑙 𝜔𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙𝑋𝑙𝑛 = −
iℏ

𝑚
 = 右边

ሶ𝑋𝑋 − 𝑋 ሶ𝑋 = −iℏ/𝑚

ሶ𝑋𝑋
𝑚𝑛

− 𝑋 ሶ𝑋
𝑚𝑛

= −i Τℏ 𝑚 𝛿𝑚𝑛

𝐴𝐵 𝑚𝑛 = ෍

𝑙

𝐴𝑚𝑙𝐵𝑙𝑛 ,

当𝑚 = 𝑛时，利用矩阵乘法规则和对易关系计算矩阵元

由 ሶ𝑥 = 𝑝/𝑚和基本对易关系，
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谐振子量子化：矩阵元计算

只能取𝑙 = 𝑛 ± 1， 𝑋𝑚𝑛 = 𝑋𝑛𝑚（坐标为实数）

𝑋𝑛=0,𝑛−1=−1 = 0

𝑋𝑛+1,𝑛
2 =

(𝑛 + 1)ℏ

2𝑚𝜔

给出了𝑋𝑛+1,𝑛的递推关系： 𝑋𝑛+1,𝑛
2 − 𝑋𝑛,𝑛−1

2 =
ℏ

2𝑚𝜔

𝑋𝑛,𝑛+1
2

− 𝑋𝑛,𝑛−1
2

=
ℏ

2𝑚𝜔
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谐振子能量量子化

上述给出谐振子量子化。与黑体辐射
经验公式比较，得到 ℏ 就是普朗克常量

谐振子能量

ሶ𝑋𝑛𝑙(𝑡) = i𝜔𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙(0)ei𝜔𝑛𝑙𝑡 = i𝜔𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙 𝑡

𝐸𝑛 =
1

2
𝑚 ෍

𝑙

−i𝜔𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙i𝜔𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙 + 𝜔2𝑋𝑛𝑙𝑋𝑛𝑙

=
1

2
𝑚 ෍

𝑙

( 𝜔2 + 𝜔𝑛𝑙
2 )𝑋𝑛𝑙

2 = 𝑚𝜔2 𝑋𝑛+1,𝑛
2 + 𝑋𝑛,𝑛−1

2 = 𝑛 +
1

2
ℏ𝜔

𝑛 = 0,1,2, ⋯

𝐸𝑛 = 𝐻𝑛𝑛 =
1

2
𝑚 ሶ𝑋2

𝑛𝑛
+ 𝜔2 𝑋2

𝑛𝑛 =
1

2
𝑚 ෍

𝑙

ሶ𝑋𝑛𝑙
ሶ𝑋𝑙𝑛 + 𝜔2 ෍

𝑙

𝑋𝑛𝑙𝑋𝑙𝑛

33

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



海森堡量子力学小结

“电子”坐标与动量：

𝑋 = ෍ 𝑋𝑚𝑛ei𝜔𝑚𝑛𝑡 𝑃 = ෍ 𝑃𝑚𝑛ei𝜔𝑚𝑛𝑡

可观测量依赖于两个指标

𝑋 𝑃 ≠ 𝑃 𝑋 , 𝐴 = 𝐴𝑚𝑛

𝑋, 𝑃 = iℏ

核心假设：

“不对易”

玻恩量子化条件

经典运动方程

d

d𝑡
𝑋, 𝑃 = 0, 𝑋, 𝑃 = 常数𝐶.

给出x 矩阵元表达
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海森堡量子力学小结

由“不对易”运算规则和“玻恩量子化条件”计算

ℏ =
ℎ

2𝜋

得到：

𝐸 = 𝑛 +
1

2

ℎ

2𝜋

对比黑体辐射的普朗克公式

𝐸 = ෍
1

2
𝑚 ሶ𝑋2 +

1

2
𝑚𝜔2𝑋2

⇒ 𝐸 = 𝑛 +
1

2
ℏ;

35

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



1. 考虑一个耗散的谐振子，满足运动方程

ሷ𝑥 = −𝛾 ሶ𝑥 − 𝜔2𝑥 𝛾 > 0

(1) [𝑥, ሶ𝑥] =?

(2)  𝑝 与 ሶ𝑥的关系是什么?

(3) 系统的（有效）哈密顿量是什么?

量子耗散的唯象描述（习题1）

提示：由
d

d𝑡
𝑥, ሶ𝑥 = −𝛾 𝑥, ሶ𝑥  ，得到   

[𝑥, ሶ𝑥] = e−𝛾𝑡iℏ

定义广义动量 𝑝 = e𝛾𝑡 ሶ𝑥 ，则[𝑥, 𝑝] = iℏ不依

赖于时间
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1.2 波动力学与玻恩几率诠释
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1.2 波动力学与玻恩几率诠释

1924年，德布罗意 (L. de Broglie) 逆向思考爱因斯

坦的光量子假说：既然光可以表现出粒子的行为，

粒子也可以表现出波动行为，由平面波描述。

德布罗意关系

1927年，C.J.戴维森和L.H.革末以及G.P.汤姆孙分别进行了

电子束在晶体上的衍射实验, 证实了电子的波动性和德布罗

意关系；1989年，殿村实现了电子的“双缝干涉”实验。

𝑘 =
𝑝

ℏ
𝜔 =

𝐸

ℏ

𝜑𝑘 𝑥 ∝ ei𝑘𝑥−i𝜔𝑡
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粒子束

粒子探测器
粒子的双缝实验

波粒二象性

39

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



粒子束

𝜓|ۄ = 𝐶0 0|ۄ + 𝐶1 1|ۄ

0 : 缝B关闭时的波函数

1 : 缝A关闭时的波函数

A

B

波粒二象性
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Hitachi

电子干涉实验结果 原子干涉实验结果

实际粒子的双缝实验
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量子隧道效应与“崂山道士”

因为粒子
也是波
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扫描隧道显微镜(STM)

Iron atoms on the surface of Cu(111)

nA

R

e-
e-

e-

e-
e-

e-

e-

e-

e-

< 1nm
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波动力学与玻恩几率诠释

思考题：估算一下，一个半径为10 cm，质量为1 kg的球
，以30 m/s速度运动，其物质波波长与半径相比如何?

由此理解为什么宏观物体不表现量子相干性?

能量 波长 波段

电子 100eV 0.12 nm 硬X射线

冷原子 170nK ~10-6m

子弹 10g, 300m/s 2×10-34

崂山道士 50kg, 30m/s 4×10-37 远小于其尺度

“崂山道士”太重了，隐藏了量子相干性
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薛定谔方程

薛定谔回答德拜提出的问题，对任意位势的粒子给出了一般的

波动方程

对于给定能量𝐸，定义定态波函数（分离变量）

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 𝑥, 𝑡 = −

ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉 𝑥 𝜓 𝑥, 𝑡 .

)𝜓(𝑥, 𝑡) = exp( Τ−i𝐸𝑡 )ℏ 𝜓(𝑥

−
ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉 𝑥 𝜓 𝑥 = 𝐸𝜓 𝑥

𝜓 𝑥 满足定态薛定谔方程
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薛定谔方程的由来

46

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



哈密顿量和正则方程

广义动量

ሶ𝑞 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝
， ሶ𝑝 = −

𝜕𝐻

𝜕𝑞

动力学由正则方程描述

拉格朗日量 𝐿 = 𝐿(𝑞, ሶ𝑞) 是坐标𝑞和速度 ሶ𝑞的函数。

𝑝 =
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞

𝐻 = 𝐻(𝑝, 𝑞) = 𝑝 ሶ𝑞 − 𝐿(𝑞, ሶ𝑞)哈密顿量
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最小作用量和牛顿定律

正则方程等价于作用量

𝑆 = 𝑆 𝑡 = න
𝑡0

𝑡

𝐿 d𝑡 = න
𝑡0

𝑡

(𝑇 − 𝑉) d𝑡

的变分极值给出的拉格朗日方程：

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0

𝑇 = Τ𝑝2 2𝑚和𝑉 = 𝑉(𝑥)分别为粒子的动能和势能 

ሶ𝑞 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝

ሶ𝑝 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑞
≈ 𝐹 = 𝑚𝑎
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作用量和哈密顿量

于是

𝐿 =
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

𝜕𝑆

𝜕𝑞
ሶ𝑞显然，

上面讨论中用到了

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

𝑑𝑆

𝑑𝑡
−

𝜕𝑆

𝜕𝑞
ሶ𝑞 = 𝐿 −

𝜕𝑆

𝜕𝑞
ሶ𝑞

= 𝐿 − 𝑝 ሶ𝑞 = −𝐻(𝑝, 𝑞)

𝑝 = Τ𝜕𝑆 𝜕𝑞

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝐻(𝑝, 𝑞) = 0
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𝑝 = Τ𝜕𝑆 𝜕𝑞 的证明

把真实轨道 𝑞(𝑡) 变为𝑞 𝑡 + 𝛿𝑞(𝑡)，

𝛿𝑆 = න
𝑡0

𝑡 𝑑

𝑑𝜏

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞
𝛿𝑞 𝑑𝜏 + [

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞
𝛿𝑞]𝑡0

𝑡 = [
𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞
𝛿𝑞]𝑡0

𝑡

因此，

Τ𝛿𝑆 𝛿𝑞 = Τ𝜕𝐿 𝜕 ሶ𝑞 = 𝑝
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哈密顿-雅可比方程

哈密顿-雅可比方程

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝐻(

𝜕𝑆

𝜕𝑞
, 𝑞) = 0

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

1

2𝑚

𝜕𝑆

𝜕𝑞

2

+ 𝑉(𝑞) = 0

哈密顿-雅可比方程
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三维的哈密顿-雅可比方程

推广到三维情况。在保守位势𝑉 𝒓 运动的

一个粒子，它的哈密顿-雅可比方程为

𝑆 𝒓, 𝑡 是作用量。 

1

2𝑚
∇𝑆 2 + 𝑉 +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
= 0,
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分离变量

位势与时间无关，作用量可以分离成两部分

代入哈密顿-雅可比方程有

𝑆 = 𝑊 𝒓 − 𝐸𝑡,

函数𝑊 𝒓 不含时，叫做哈密顿特征函数，𝐸是能量。 

∇𝑊 2 = 2𝑚 𝐸 − 𝑉(𝑟)
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𝐒的等值曲面

对于𝑆的等值曲面 

此方程式表明，𝑆之梯度∇𝑆与C的切面d𝒔垂直

∇𝑆 ⋅ d𝒔 =
𝜕𝑆

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝑆

𝜕𝑦
d𝑦 +

𝜕𝑆

𝜕𝑧
d𝑧 = 0

C 上任何一矢量 d𝒔 = d𝑥, d𝑦, d𝑧 ，皆满足以下方程

C: { 𝐫, 𝑡 : 𝑆 𝐫, 𝑡 = 𝑆 𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝑡 = 𝐶(常数) }

微分之
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等值曲面的移动方程

考虑作用量𝑆对于时间的全导数

而𝑆的等值曲面 C 在空间上号移动方程为

d𝑆

d𝑡
=

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ ∇𝑆 ⋅

d𝒓

d𝑡
.

0 =
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ ∇𝑆 ⋅

d𝒓

d𝑡
= −𝐸 + ∇𝑆 ⋅

d𝒓

d𝑡
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相速度和粒子的移动速度

在设定等值曲面的正负面后，C朝着沿着∇𝑆定义的法线方向

移动，速度𝑢（作用量 C上点的速度）是

𝑢 =
d𝑟

d𝑡
=

𝐸

∇𝑆
=

𝐸

2𝑚 𝐸 − 𝑉
.

速度𝑢是相速度，而不是粒子的移动速度𝑣：

𝑣 =
𝑝

𝑚
=

∇𝑆

𝑚
=

2 𝐸 − 𝑉

𝑚
.
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波函数

想象C是物质波的等相位曲面

(可以与阅读材料1.4中的光波-光线比较)

假设位相与𝑆成比例、能量为𝐸的物质波波函数：

𝜓 𝒓, 𝑡 = 𝑒𝑖𝑆/𝜇 = 𝑒𝑖 𝑊(𝒓)−𝐸𝑡 /𝜇

作用量被分解为 𝑆 = 𝑊(𝒓) − 𝐸𝑡，𝜇是常

数，𝐸/𝜇必须是频率量纲。
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无外场

没有外场时回到自由粒子德布罗意波情况。

利用德布罗意关系𝐸 = ℏ𝜔，而𝜇 = ℏ就是普朗克

常量，𝜔是角频率。分离变量后

𝜓 𝒓, 𝑡 = 𝜓 𝒓 exp(−𝑖𝐸𝑡/ℏ)

其中

𝜓 𝒓 = 𝑒𝑖𝑊 𝒓 /ℏ
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薛定谔方程的出现

这意味着 𝑆 = 𝑖ℏln[𝜓 𝒓 ] − 𝐸𝑡

−ℏ2
∇𝜓 𝒓, 𝒕

𝜓 𝒓, 𝒕

2

= −ℏ2
∇𝜓 𝒓

𝜓 𝒓

2

= 2𝑚[𝐸 − 𝑉 𝑟 ]

由此得到如下方程 

ℏ2

2𝑚
∇𝜓 𝒓

2
+ [𝐸 − 𝑉(𝑟)] 𝜓 𝒓

2
= 0 (∗)
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薛定谔方程的出现

回到一维情况，

考虑物质波波长很短，即ℏ很小

𝜕2𝜓

𝜕𝑞2
=

𝑖

ℏ

𝜕𝜓

𝜕𝑞

𝜕S

𝜕𝑞
+

𝑖𝜓

ℏ

𝜕2𝑆

𝜕𝑞2
= −

1

ℏ2
𝜓

𝜕𝑆

𝜕𝑞

2

+
𝑖

ℏ
𝜓

𝜕2𝑆

𝜕𝑞2

𝜕𝜓

𝜕𝑞
=

𝑖

ℏ
𝜓

𝜕S

𝜕𝑞

𝜕2𝜓

𝜕𝑞2
→ −

1

ℏ2
𝜓

𝜕𝑆

𝜕𝑞

2

=
1

𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑞

2

𝜆 =
2πℏ

𝑝

𝜕S

𝜕𝑞
=

𝑖

ℏ𝜓

𝜕𝜓

𝜕𝑞
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薛定谔方程的出现

相应地，含时薛定谔方程是

推广到三维有 ∇𝜓 𝒓, 𝒕
2

→ 𝜓∇2𝜓， 方程(∗)变为

ℏ2

2𝑚
∇2𝜓(𝒓) + [𝐸 − 𝑉 𝑟 ]𝜓(𝒓) = 0

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 𝒓, 𝒕 = −

ℏ2

2𝑚
∇2𝜓(𝒓, 𝒕) + 𝑉(𝒓)𝜓(𝒓, 𝒕)
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薛定谔方程的出现

◼ 定态和含时薛定谔方程都是新理论中的基本假定

。虽然上文追溯薛定谔建立波动力学的思想和思

路，不可认为薛定谔方程可由经典物理导出来。

◼ 反过来我们也可以从薛定谔方程出发导出哈密顿

雅可比方程，这就是半经典近似。
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薛定谔方程到哈密顿-雅可比方程

从薛定谔方程出发，猜测𝜓的形式为

将𝜓 𝒓, 𝒕 代入薛定谔方程，得到

𝜓 𝒓, 𝒕 = 𝑒𝑖𝑆 𝒓,𝑡 /ℏ.

1

2𝑚
∇𝑆 2 + 𝑉 +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

𝑖ℏ

2𝑚
∇2𝑆.
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薛定谔方程到哈密顿-雅可比方程

1

2𝑚
∇𝑆 2 + V − U +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
= 0.

取经典极限，ℏ → 0，则可得到哈密-顿雅可比方程

其中
𝑈 =

𝑖ℏ

2𝑚
∇2𝑆

它代表了量子力学效应，被称为量子势

这个概念是在1952年由戴维波姆（David Bohm ）首次提出，是德
布罗意物质波理论的中心思想。1975年，Bohm和 Basil Hiley 诠释
其为作用在粒子上的信息势能。量子势能又可称为 Bohm 势能或

量子Bohm势能。
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波函数的几率诠释

如果简单地代表粒子的空间密度分布，则与粒子散
射后还是一个粒子的散射实验事实相矛盾：因为弹
性散射实验不假定粒子被打碎了分布在整个空间

| )𝜓(𝑥, 𝑡 |2代表𝑡时刻在𝑥附近发现粒子的几率密度

න

−∞

∞

|𝜓 𝑥, 𝑡 |2d𝑥 = 1

Born, M 1926. The quantum mechanics of the impact process.

Z. Physik, 37, 863; Quantum mechanics in impact processes 38,803.
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玻恩诠释是波粒二象性的要求

• 只有波动力学适宜描述粒子间碰撞或散射问题

• 只有几率才能把波粒二象与散射问题等价“和谐”

打散成几个粒子观点与直觉违背，量子几率

  被视为波的粒子以特定几率散射到一定的立体角中
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薛定谔方程

小结：波动力学与玻恩诠释

波函数
玻恩诠释（规则）

矩阵力学

𝜓 𝑥, 𝑡 2=发现粒子的几率密度 

不确定性关系

奇妙的量子效应 

iℏ
d

d𝑡
𝜓 𝑥, 𝑡 = H 𝜓 𝑥, 𝑡

Δ𝑄Δ𝑃 ≥ Τℏ 2
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互补性原理

1928年, 玻尔把波粒二象性和不确定性关系
进一步提升为互补性原理(又称并协性原理)。

对微观现象的描述不能像刻画经典世界那样进行完备

的理想描述。构成完备经典描述的某些互相补充的元素

，在微观世界里通常是互相排斥的，但这些互补元素刻

画微观现象的不同侧面，是微观描述中必不可少的。

1. 微观粒子在同一方向的坐标和动量都是认识微观粒子运动的

两个独立的侧面， 但不能同时测量它们；

2. 对微观体系的描述有粒子(以能量和动量为表征)与波动(以频

率和波长为表征)互补的两个方面，但同一个实验中它们不能

同时使用。
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互补性原理

美国（1995年）Pritchard 研究组和德国Rampe 

(1998)通过原子干涉实验 “验证了”互补原理。

共振光照射原子干涉仪中的
原子，保证原子在通过光束
时能发生散射可能性很大。
当相移的幅度增大时，干涉
条纹分辨度很快下降。

在量子测量理论中，仪器能够探测粒子是否
通过B缝，是因为仪器与粒子相互作用形成了
量子纠缠。纠缠越理想，测量结果越准确。
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1.3 量子力学基本原理的数学表达
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1.3 量子力学基本原理的数学表述

量子力学第一公设：波函数与算符

物理体系的状态可以由其位形上的Hilbert空间
上的一个非零向量——态矢量描述，它的每
一个力学量可以用一个厄米算子来表示。

坐标和动量算符满足
[𝑥, 𝑝] = iℏ

𝐹 𝑝, 𝑥 = ෍

𝑛𝑚

𝐶𝑛𝑚 𝑝𝑛𝑥𝑚

复合力学量要注意 𝑥 和 𝑝 的次序 (Weyl序）
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第一公设的数学：狄拉克(Dirac)符号

𝑉上的内积： ۄ|𝜑 , 𝜓|ۄ ∈ 𝑉,

𝜑|ۄ , 𝜓|ۄ ≡ 𝜑|𝜓 .

𝑉变成一个内积空间。内积定义是不唯一的。

数学上要从对偶空间的角度理解内积！

定义

厄米算子𝐴 的本征函数张成了系统的Hilbert空间V

𝐴 𝑛|ۄ = 𝑎𝑛 𝑛|ۄ

𝜓|ۄ = ෍

𝑛

𝐶𝑛 𝑛|ۄ
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狄拉克符号：右矢，左矢与对偶空间

𝑉上有线性函数 𝐹: 𝑉 → ℂ, 𝐹张成𝑉的对偶空间

𝐹 𝑎 𝛼 + 𝑏 𝛽 = 𝑎𝐹 𝛼 + 𝑏𝐹 𝛽 ;

∀ 𝐹 ∈ 𝑉∗, 记𝐹 = 𝐹 .

定义

𝑉的基矢： 𝑣1 , 𝑣2 , ⋯ , 𝑣𝑁 右矢

𝑉∗的基矢： 𝑓1 = 𝑓1 , 𝑓2 = 𝑓2 , ⋯ , 𝑓𝑁 = 𝑓𝑁         左矢
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狄拉克符号：右矢，左矢与对偶空间

若𝐴† = 𝐴 或 𝐴𝜑|𝜓 = 𝜑|𝐴|𝜓 ，则称𝐴是厄米算子

𝑉∗的基矢： 𝑓1 = 𝑓1 , 𝑓2 = 𝑓2 , ⋯ , 𝑓𝑁 = 𝑓𝑁         左矢

有 𝐹 𝑉 = σ𝑗 𝑏𝑗
∗𝑎𝑗

则对于 𝐹 = σ𝑗 𝑏𝑗
∗ 𝑓𝑗 , 𝑉 = σ𝑗′ 𝑎𝑗′ 𝑣𝑗′

𝑓𝑗 𝑣𝑖 ≡ 𝑓𝑗 𝑣𝑖 = δ𝑖𝑗;

𝐴的厄米性：
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正交性

证明

𝑚 ≠ 𝑛时，

𝑚|𝑛 = 𝛿𝑚𝑛 厄米算子的本征函数是正交的

𝑎𝑛 ≠ 𝑎𝑚 𝑛 ≠ 𝑚 𝑚|𝑛 = 𝛿𝑚𝑛

先证明：厄米算子的本征值是实的

𝑎𝑛 𝑛|𝑛 = 𝑛|𝐴ۃ 𝑛|ۄ  =  𝐴𝑛|𝑛 = 𝑎𝑛
∗ 𝑛|𝑛 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛

∗

𝑚|𝐴ۃ 𝑛|ۄ = 𝑎𝑛 𝑚|𝑛

𝐴†𝑚|𝑛 = 𝑎𝑚
∗ 𝑚|𝑛

𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 𝑚|𝑛 = 0

厄米性

厄米性

假设𝑎𝑛是非简并的，
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完备性

完备性的严格表达：

有上确界或下确界的厄米算子本征态是完备的。

证明可见泛函分析或希尔伯特空间理论，物理学家易理解的证明见李

政道先生的《粒子与场》第一卷或《物理学中的数学方法》。

𝜓|ۄ = ෍

𝑚

𝐶𝑚 𝑚|ۄ , 𝑛|𝜓 = ෍

𝑚

𝐶𝑚 𝑛|𝑚 = ෍

𝑚

𝛿𝑛𝑚𝐶𝑚 ,

𝐶𝑛 = 𝑛|𝜓

𝜓|ۄ = ෍

𝑚

𝑚|ۄ 𝑚|𝜓 = ෍

𝑚

𝑚|ۄ 𝑚 𝜓 ෍

𝑚

𝑚|ۄ |𝑚ۃ = 1
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量子力学坐标表象

由基本对易关系证明，动量的算符表示为

在坐标表象下

假大部分情况下以上关于分立态的讨论对连续态也成立。

如对于坐标本征函数|𝑥ۄ，将δ符号变成δ函数：

[𝑥, 𝑝] = iℏ 𝑝 = −iℏ
𝜕

𝜕𝑥

)𝑥|𝑥′ = δ(𝑥 − 𝑥′ න 𝑥|ۄ 𝑥|d𝑥ۃ = 1

𝜓|ۄ = න𝜑 𝑥 𝑥|ۄ d𝑥 ,

77

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



坐标表象 𝑝 的矩阵元

|′𝑥ۃ 𝑥, 𝑝 𝑥|ۄ = iℏδ 𝑥′ − 𝑥

𝑥′ − 𝑥 𝑥′|𝑝ۃ 𝑥|ۄ = iℏδ 𝑥′ − 𝑥

𝑥′|𝑝ۃ 𝑥|ۄ =
iℏδ 𝑥′ − 𝑥

𝑥′ − 𝑥

𝑥
d

d𝑥
𝛿(𝑥) = −δ(𝑥)

d

d𝑥
δ(𝑥) = −

)δ(𝑥

𝑥

𝑥′|𝑝ۃ 𝑥|ۄ = −iℏ
𝜕

𝜕𝑥′
δ 𝑥′ − 𝑥

对基本对易关系取𝑥表象下的矩阵元
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坐标表象 δ 𝑥 -函数

因为

න 𝑥
d

d𝑥
δ 𝑥 𝜓(𝑥)d𝑥 =

δ 𝑥 𝜓(𝑥)𝑥|−∞
∞ − න

−∞

∞

δ 𝑥 𝜓(𝑥)d𝑥 = −𝜓(0)

注：由于δ函数是广义函数，相当于某种分布，
所以对其性质的证明必须将它作用在函数上.

𝑥|𝑝|𝜓 ≡ Ƹ𝑝 𝑥|𝜓 = න
−∞

∞

𝑥|𝑝|𝑥′ 𝑥′|𝜓 d𝑥′

 = iℏ න
−∞

∞ )δ(𝑥 − 𝑥′

𝑥 − 𝑥′
𝜓(𝑥′)d𝑥′ = −iℏ න

−∞

∞ 𝜕

𝜕𝑥
δ(𝑥 − 𝑥′)𝜓(𝑥′)d𝑥′
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1. 证明在动量表象下，位置算
符表示为

𝑋 = iℏ
𝜕

𝜕𝑝
并且

𝑥|𝑝 =
1

2𝜋ℏ
ei𝑝𝑥/ℏ

2. 定义算子

መ𝐴 = න 𝑥|ۄ 𝜇𝑥|d𝑥ۃ ,

该算子对波函数的作用效果是什
么？给出 መ𝐴在坐标表象下的表达
式（用𝑥, 𝜕𝑥等元素表达）

习题

将 መ𝐴 = ׬ 𝑥|ۄ 𝜇𝑥|d𝑥作用ۃ

在∀ 𝜓 ∈ ℋ上，考察
መ𝐴 𝜓 = ？

𝑥 መ𝐴 𝜓 = 𝜓 𝜇𝑥
= 𝜓 𝑥 + 𝜇 − 1 𝑥
= ?（泰勒展开）

习题2提示
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𝐴𝑛 = 𝑛|𝜓 = ෍

𝑚

𝑛| ഥ𝑚 ഥ𝑚|𝜓

𝐵𝑚 = ഥ𝑚|𝜓

变换理论：态的变换

用力学量𝐴和𝐵的本征态 𝑛|ۄ 和 |ۄ ത𝑛 表达同一量子态 𝜓|ۄ

𝜓|ۄ = ෍

𝑛

𝐴𝑛 𝑛|ۄ = ෍

𝑛

𝐵𝑛 |ۄ ത𝑛

或

𝐴𝑛 = ෍

𝑚

𝑛| ഥ𝑚 𝐵𝑚

𝐴 = 𝑆𝐵

𝐴 =

𝐴1

𝐴2

⋮
𝐴𝑁

𝐵 =

𝐵1

𝐵2

⋮
𝐵𝑁

𝑆 =

1|ത1 , 1|ത2 , ⋯ 1| ഥ𝑁

2|ത1 , 2|ത2 , ⋯ 2| ഥ𝑁
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

𝑁|ത1 , 𝑁|ത2 , ⋯ 𝑁| ഥ𝑁

（称作A表象和B表象）
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变换理论：算符的变换

𝑊 = ෍

𝑚,𝑛

𝑚|𝑊ۃ 𝑛|ۄ 𝑚|ۄ |𝑛ۃ ≡ ෍

𝑚,𝑛

𝑊𝑚𝑛 𝑚|ۄ |𝑛ۃ

𝑊′
𝑚′𝑛′ = ۃ ഥ𝑚′|𝑊 |ۄ ത𝑛′ = ෍

𝑚𝑛

ۃ ഥ𝑚′| 𝑚ۄ 𝑚|𝑊ۃ 𝑛|ۄ 𝑛ۃ |ۄ ത𝑛′ ≡ 𝑆†𝑊𝑆
𝑚′𝑛′

𝑊′ = 𝑆†𝑊𝑆

计算物理可观测量时，算符和态的表象一定要统一！

在𝐴表象下

在𝐵表象下

𝑊 = ෍

𝑚′,𝑛′

ۃ ഥ𝑚′|𝑊 |ۄ ത𝑛′ |ۄ ഥ𝑚′ ۃ ത𝑛′| ≡ ෍

𝑚′,𝑛′

𝑊′
𝑚′𝑛′ |ۄ ഥ𝑚′ ۃ ത𝑛′|
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玻恩几率诠释与坐标平均值

在坐标表象中 𝜓| ۄ = ׬ 𝜓(𝑥) 𝑥|ۄ d𝑥

𝜓(𝑥) = 𝑥|𝜓       =  𝑥点附近发现粒子的几率幅

𝑃(𝑥) = | )𝜓(𝑥 |2 = 𝑥点附近发现粒子的几率密度

׬ 𝑃 𝑥 d𝑥 = ׬ 𝜓∗ 𝑥 𝜓 𝑥 d𝑥 = 1 或 𝜓|𝜓 =1

ҧ𝑥 = න𝑥𝑃(𝑥)d𝑥 = න𝜓∗ 𝑥 𝑥𝜓 𝑥 d𝑥

𝑥2 = න𝑥2𝑃(𝑥)d𝑥 = න𝜓∗ (𝑥)𝑥2𝜓(𝑥)d𝑥
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玻恩几率诠释与坐标平均值

Δ𝑥均方根涨落就是波包宽度

取高斯波包 𝜓(𝑥) = 𝑥 𝜓

𝑎 → 0, 𝜓(𝑥) → δ 𝑥 − 𝑥0   坐标本征函数

𝜓(𝑥) =
1

2𝜋𝑎2 Τ1 4
e

−
𝑥−𝑥0

2

4𝑎2

ҧ𝑥 = 𝑥0, Δ𝑥 = 𝑥2 − ҧ𝑥2 = 𝑎

𝜓(𝑥)

𝑥𝑥0
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* 测量与玻恩几率诠释

模仿位置平均值定义期望值

任意表象中 ۄ|𝜓 = σ 𝐶𝑛 𝑛|ۄ

一般玻恩诠释:𝑃𝑛=力学量本征值𝑎𝑛在 𝜓|ۄ 上的分布几率

ҧ𝐴 = 𝜓|𝐴|𝜓

ҧ𝐴 = 𝜓|𝐴|𝜓 = 𝜓|𝐴ۃ ෍

𝑛

𝑛|ۄ |𝑛ۃ 𝜓|ۄ = ෍

𝑛

𝜓|𝐴|𝑛 𝑛|𝜓

= ෍ 𝑛|𝜓 2 𝑎𝑛 = ෍ 𝑃𝑛𝑎𝑛 ෍ 𝑃𝑛 = 1 

85

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



* 坐标表象的一般玻恩几率诠释

𝐶𝑛 是𝜓𝑛 (𝑥) 和𝜓(𝑥)的波包重叠积分 

𝐶𝑛 = 𝑛|𝜓 = න 𝑛|𝑥 𝑥|𝜓 d𝑥 = න𝜓𝑛
∗ (𝑥)𝜓(𝑥)d𝑥

𝑃𝑛 = |𝐶𝑛|2 = | 𝑛|𝜓 |2 = | න )𝜓𝑛
∗ (𝑥)𝜓(𝑥 d𝑥|2

𝜓𝑛 𝑥 = 𝑥 𝑛 , 是𝐴的本征函数 𝑛 的坐标表示
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1.3 量子力学基本原理的数学表述

量子力学第二公设：玻恩几率诠释

设 𝑛 是厄米算符 መ𝐴对应于本征值𝑎𝑛的本征态,

 መ𝐴|𝑛ۄ = 𝑎𝑛|𝑛ۄ. 

在任意波函数 𝜓 = σ 𝐶𝑛 𝑛 上测量 መ𝐴,

                      𝑃𝑛 = |𝐶𝑛|2

代表在 𝜓 态上测得𝑎𝑛的几率。 

玻恩量子测量定理（公设）
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量子力学第二公设等价表述

力学量期望值公设

力学量的平均值 = 期望值

ҧ𝐴 ≡ 𝐴 =
𝜓|𝐴|𝜓

𝜓|𝜓

𝜓|𝜓 = 1
ҧ𝐴 = 𝜓|𝐴|𝜓

𝐴 = ෍

𝑛

𝑎𝑛 𝑝𝑛 ≡ ෍

𝑛

𝑎𝑛 | 𝑛|𝜓 |2

σ 𝑃𝑛 = 1 

在任意波函数 𝜓 测量 መ𝐴,得到的期望值为

力学量期望值公设玻恩几率诠释
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玻恩量子测量定理

力学量期望值公设玻恩几率诠释

力学量期望值公设玻恩几率诠释

力学量期望值公设 玻恩几率诠释

在波函数 𝜓 测量 መ𝐴,得到的期望值为

ҧ𝐴 = 𝜓|𝐴|𝜓

需要证明
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量子力学第二公设等价表述

力学量的平均值

𝑝𝑛是𝑎𝑛的几率分布

𝐴 𝑛|ۄ = 𝑎𝑛 𝑛|ۄ

ҧ𝐴 = ෍
𝑛

𝑎𝑛| 𝑛|𝜓 |2 = ෍
𝑛

𝑎𝑛 𝑝𝑛

𝑝𝑛 = | 𝑛|𝜓 |2 ≥ 0

σ𝑛 𝑝𝑛 = 1 

力学量期望值公设 玻恩几率诠释证明  

Δ𝐴 ≡ 𝐴 − ҧ𝐴

力学量的涨落
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在 𝜓|ۄ = σ 𝐶𝑛 𝑛|ۄ 上测得的结果是A的本征

值之一𝑎𝑛相应的几率为𝑃𝑛 = |𝐶𝑛|2 = | 𝑛|𝜓 |2

从力学量期望值公设到玻恩几率诠释

已经证明

“结果是确定的” =  涨落为零

𝐶𝑛 = 𝑛|𝜓  = 在特定 𝑛|ۄ 发现粒子的几率幅

需要进一步证明：当且仅当在本征态 𝑛|ۄ
上，测量的结果是确定的𝑎𝑛 
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玻恩量子测量定理的证明

在 𝜓|ۄ 上测𝐴得到平均值 ҧ𝐴的均方差涨落

当且仅当
𝐴 − ҧ𝐴 𝜓|ۄ = 0
𝐴 𝜓|ۄ = ҧ𝐴 𝜓|ۄ

Δ𝐴 2 = 0

ҧ𝐴 = 𝑎𝑛, 𝑛 = 1,2, . . .

证明

逆命题:如果在 𝜓|ۄ 上测量𝐴得到的结果是
确定的，那么 𝜓|ۄ 一定是𝐴的本征态

其中 Φ = 𝐴 − ҧ𝐴 𝜓

Δ𝐴 2 = 𝜓| 𝐴 − ҧ𝐴 2|𝜓

= 𝐴 − ҧ𝐴 𝜓| 𝐴 − ҧ𝐴 𝜓 ≡ Φ Φ

92

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



不确定性关系只是玻恩诠释的一个推论

定义

见曾谨言《量子力学 卷Ⅰ》(第五版) P140-141.证明

Δ𝐴 2 = 𝐴2 − ҧ𝐴2

ҧ𝐴= 𝜓|𝐴|𝜓

Δ𝐴 2 Δ𝐵 2 ≥
1

2
𝐴, 𝐵 2 Δ𝑥Δ𝑃 ≥

ℏ

2

Δ𝐴 ≡ 𝐴 − ҧ𝐴
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不确定性关系的一般性证明

𝛥𝐴 2 𝛥𝐵 2 ≥
1

4
𝐴, 𝐵 2 +

1

4
𝛥𝐴, 𝛥𝐵 2

更严格的不确定性关系：

证明：

设系统的态矢为 𝜓 ，并记

𝛼 = 𝛥𝐴 𝜓 , 𝛽 = 𝛥𝐵 𝜓 ,

𝛥𝐴 2 𝛥𝐵 2 = 𝛼 𝛼 𝛽 𝛽 ,

𝛥𝐴 2 𝛥𝐵 2 ≥
1

4
𝐴, 𝐵 2

Δ𝐴 ≡ 𝐴 − ҧ𝐴

94

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



𝛼 𝛼 𝛽 𝛽 ≥ 𝛼 𝛽 2,

𝛥𝐴 2 𝛥𝐵 2 ≥ 𝛥𝐴𝛥𝐵 2,

𝛥𝐴𝛥𝐵 =
1

2
𝛥𝐴, 𝛥𝐵 +

1

2
𝛥𝐴, 𝛥𝐵 ,

𝛥𝐴𝛥𝐵 2 =
1

4
𝛥𝐴, 𝛥𝐵 2 +

1

4
𝛥𝐴, 𝛥𝐵 2,

                                         
𝛥𝐴, 𝛥𝐵 = 𝐴, 𝐵

施瓦茨不等式

不确定性关系的一般性证明
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A、系统的量子态用满足薛定谔方程的波函数来表述（薛定谔）。
    可观察量用服从对易关系的厄米算符表示
  （海森堡、玻恩、约当，狄拉克）
 

B、量子系统的描述是概率性的。一个事件的发生概率是波函数的
绝对值平方（玻恩），由此推导出不确定性原理（海森堡）

量子力学的基本原理

C、物质具有波粒二象性：根据互补原理（Complementarity principle），        

同一个实验可以展示出物质的粒子行为或波动行为，但不能同时展示
（玻尔，海森堡）

D、测量仪器必须是经典的，它的数学描述是波包塌缩（玻尔\冯.诺依曼)
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1.4 时变表象变换理论:
        海森堡表象
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1.3 量子力学基本原理的数学表述

量子力学第三公设：力学量演化

力学量 መ𝐴满足的算符方程：

ሶመ𝐴 =
𝜕A 𝑡

𝜕𝑡
+

1

𝑖ℏ
መ𝐴, ෡𝐻

海森堡方程, 

iℏ ሶ𝐴𝐻 𝑡 = 𝐴𝐻 𝑡 , 𝐻 𝑡 + iℏ
𝜕𝐴𝑆 𝑡

𝜕𝑡
𝐻
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时变系统的海森堡表象

一般的情况下在薛定谔表象中，哈密顿量含时：𝐻 = 𝐻𝑆 𝑡

1、证明 ：若， 𝑚 𝑛 = δ𝑚𝑛， 

则 𝑚 𝑡 𝑛 𝑡 = δ𝑚𝑛

൞
iℏ

𝜕

𝜕𝑡
𝑚 𝑡 = 𝐻𝑆 𝑡 𝑚 𝑡 ;

𝑚 0 = 𝑚 ;

薛定谔基（S-）基矢： 1 , 2 , ⋯ , 𝑚 , ⋯

海森堡基（H-）基矢： 1 𝑡 , 2 𝑡 , ⋯ , 𝑚 𝑡 , ⋯ ;

定义两种基矢
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时变系统的海森堡表象

证明

⇒
𝜕

𝜕𝑡
𝑚 𝑡 𝑛 𝑡 =

𝜕

𝜕𝑡
𝑚 𝑡 𝑛 𝑡 + 𝑚 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
𝑛 𝑡

=
1

iℏ
− 𝑚 𝑡 𝐻𝑆 𝑡 𝑛 𝑡 + 𝑚 𝑡 𝐻𝑆 𝑡 𝑛 𝑡 = 0

⇒ 𝑚 𝑡 𝑛 𝑡 = 𝑚 0 𝑛 0

= δ𝑚𝑛
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iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑚 𝑡 = 𝐻𝑆 𝑡 𝑚 𝑡

−iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑚 𝑡 = 𝑚 𝑡 𝐻𝑆 𝑡取复共轭
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时变系统的海森堡表象的波函数

波函数在H-基矢下的展开系数与初
态在S-基矢下的展开系数相同

𝑡时刻波函数 𝜓 𝑡 也满足薛定谔方程

൞
iℏ

𝜕

𝜕𝑡
𝜓 𝑡 = 𝐻𝑆 𝑡 𝜓 𝑡

𝜓 𝑡 = 0 = 𝜓 0

在H-基矢下展开， 𝜓 𝑡 = σ 𝐶𝑛 𝑡 𝑛 𝑡  ，同理可证

𝐶𝑛 𝑡 = 𝑛 𝑡 𝜓 𝑡 = 𝑛 0 𝜓 0 = 𝐶𝑛 0
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时变系统的海森堡表象：时变力学量

iℏ ሶ𝐴𝐻 𝑡 = 𝐴𝐻 𝑡 , 𝐻 𝑡 + iℏ
𝜕𝐴𝑆 𝑡

𝜕𝑡
H

两种表象下的时变力学量矩阵元定义为

𝐴𝑚𝑛 𝑡 = 𝑚 𝑡 𝐴𝑆 𝑡 𝑛 𝑡 ≡ 𝑚 𝐴𝐻 𝑡 𝑛

满足矩阵形式的运动方程
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𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑚 መ𝐴𝑆 𝑛 = 𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
𝑚 መ𝐴𝑆 𝑛 + 𝑖ℏ 𝑚 መ𝐴𝑆

𝜕

𝜕𝑡
𝑛 + 𝑖ℏ 𝑚

𝜕

𝜕𝑡
መ𝐴𝑆 𝑛

= 𝑚 − ෡𝐻𝑆
መ𝐴𝑆 + መ𝐴𝑆

෡𝐻𝑆 𝑛 + 𝑖ℏ 𝑚
𝜕

𝜕𝑡
መ𝐴𝑆 𝑛

= ෍

𝑙

⟨𝑚| መ𝐴𝑆|𝑙⟩⟨𝑙| ෡𝐻𝑆|𝑛⟩ − ⟨𝑚| ෡𝐻𝑆|𝑙⟩⟨𝑙| መ𝐴𝑆|𝑛⟩ + 𝑖ℏ 𝑚
𝜕

𝜕𝑡
መ𝐴𝑆 𝑛

下面我们采用记号𝑓(𝑡) = 𝑓

海森堡方程的严格意义

海森堡方程最后一项𝑖ℏ𝜕𝑡
መ𝐴𝑆 𝑡 的定义是 Τ𝜕 መ𝐴𝑆 𝑡 𝜕𝑡在时

变基矢 | ⟩𝑛 𝑡 下的矩阵元，和运动方程都没有任何关系 
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从海森堡运动方程到薛定谔方程 

መ𝐴(𝑡) = ෡𝑈+(𝑡) መ𝐴(0) ෡𝑈(𝑡)

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
መ𝐴 𝑡 = መ𝐴 𝑡 , ෡𝐻 𝑡 , 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈 𝑡 = 𝐻 ෡𝑈 𝑡

෡𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝑥

经典对应
牛顿运动方程 

薛定谔方程 
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从海森堡运动方程到薛定谔方程 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
መ𝐴(𝑡) = 𝑖ℏ[(

𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈†(𝑡)) ෡𝑈(𝑡) ෡𝑈†(𝑡) መ𝐴(0) ෡𝑈(𝑡) + ෡𝑈†(𝑡) መ𝐴(0) ෡𝑈(𝑡) ෡𝑈†(𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈(𝑡)]

 = 𝑖ℏ − ෡𝑈† 𝑡
𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈 𝑡 መ𝐴 𝑡 + መ𝐴 𝑡 ෡𝑈† 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈 𝑡  

𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈† 𝑡 ෡𝑈 𝑡 + ෡𝑈† 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈 𝑡 = 0, 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
መ𝐴 𝑡 = መ𝐴 𝑡 , ෡𝐻 𝑡 = መ𝐴 𝑡 ෡𝐻 𝑡 − ෡𝐻 𝑡 መ𝐴 𝑡  

෡𝐻 = 𝑖ℏ ෡𝑈† 𝑡
𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈 𝑡 = −𝑖ℏ

𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈† 𝑡 ෡𝑈 𝑡 . 

−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
෡𝑈† 𝑡 = ෡𝐻 ෡𝑈† 𝑡  
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2.3 表象理论：矩阵力学与波动力学的统一

两种方式描述量子力学

海森堡表象 薛定谔表象

波函数 Ψ𝐻 = Ψ𝑆 0 不随时间变 波函数 Ψ𝑆 𝑡 随时间变

算子𝐴𝐻(𝑡)随时间变 算子𝐴𝑆不随时间变（动力学意义上）

矩阵方程： ሶ𝐴(𝑡) =
1

iℏ
𝐴(𝑡), 𝐻(𝑡) 波动方程：iℏ

𝜕

𝜕𝑡
Ψ 𝑡 = 𝐻 Ψ 𝑡

初值条件：𝐴𝐻 0 = 𝐴𝑆 初值条件： Ψ𝑆 0 = Ψ𝐻

等价性： Ψ 𝑡 = 𝑈 Ψ 0  𝐴 𝑡 = 𝑈+ 𝑡 𝐴𝑈 𝑡

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑈 𝑡 = 𝐻𝑈 𝑡

区分中文“绘景”和“表象”，分别对应于英文Picture和Representation
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此时测得 A 的本征值为𝑎𝑚的几率为

波恩几率诠释决定了两种表象是等价的

薛定谔表象下，量子体系在𝑡 = 0时处于以下状态

A 的平均值为

𝑡时刻波函数为

Ψ 0 = ෍ 𝐶𝑛 𝑛 𝐴 𝑛 = 𝑎𝑛 𝑛

Ψ 𝑡 = 𝑈 𝑡 Ψ 0 = ෍ 𝐶𝑛𝑈 𝑡 𝑛 = ෍

𝑚

෍

𝑛

𝐶𝑛 𝑚 𝑈(𝑡) 𝑛 𝑚

𝑃𝑚
𝑠 = ෍

𝑛

𝐶𝑛 𝑚 𝑈 𝑡 𝑛

2

= 𝑚 𝑈 𝑡 Ψ 0 2

𝐴𝑠 = ෍ 𝑃𝑚
𝑠 𝑎𝑚 = Ψ 0 𝑈+ 𝑡 𝐴U 𝑡 Ψ 0
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波恩几率诠释决定了两种表象是等价的

在海森堡表象下测量

𝐴 𝑡 的本征函数

在

测得𝑎𝑚的几率为

𝐴 𝑡 = 𝑈+ 𝑡 𝐴U 𝑡

𝑚(𝑡) = 𝑈+(𝑡) 𝑚

𝐴𝐻 = Ψ 0 𝐴 𝑡 Ψ 0 = 𝐴𝑠

Ψ 0 = ෍

𝑚

𝑚(𝑡)|Ψ 0 𝑚(𝑡)

𝑃𝑚
𝐻 = 𝑚 𝑡 |Ψ 0 2 = 𝑚 𝑈 𝑡 Ψ 0 2 = 𝑃𝑚

𝑠
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波恩几率诠释决定了两种表象是等价的

以上分析表明，基于量子力学的标准诠释—波恩解释，在两种

表象进行力学量的测量。不仅得到期望值是一样的而且测得每

一个随机结果，事件发生的概率也是一样， 从这个意义上讲

，矩阵力学和波动力学对微观世界的描述是等价的。

历史上，薛定谔和Eckart曾经在波恩几率诠释提
出前证明了两种表示的等价，且并未声称使用了
几率诠释。怎么理解这件事情是一个未解之谜，
也与玻尔对玻恩几率诠释重要性的评价有关。
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1.5 密度矩阵及其初步应用
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𝜓|ۄ = σ 𝐶𝑛 𝑛|ۄ 上𝐴的期望可以写为

1.5 量子态的密度矩阵

定义纯态密度矩阵为

纯态密度矩阵

ҧ𝐴 = ෍ |𝐶𝑛|2𝑎𝑛 = ෍

𝑛

𝑛|𝜓 𝜓|𝑛 𝑎𝑛

= ෍

𝑛

𝑛|𝜓 𝜓|𝐴ۃ 𝑛|ۄ = tr 𝐴𝜌𝜓

tr 𝑊 = ෍

𝑛

𝑛|𝑊ۃ 𝑛|ۄ .

对矩阵的求迹

𝜌𝜓 = 𝜓 𝜓 ,
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考虑一个简单的叠加态

𝜓|ۄ =
1

2
1|ۄ + 2|ۄ

量子态的密度矩阵：量子比特

纯态 𝜓|ۄ 对应的密度矩阵为

𝜓 =
1

2

1
1

, 𝜓 =
1

2
1 1 ;

𝜌𝜓 = 𝜓 𝜓 =
1

2
1 1
1 1
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两个缝同时打开时的波函数

纯态密度矩阵

𝜓(𝑥) = 𝑥|𝜓𝛼  = 仅单缝开放时的几率幅

密度矩阵的对角元

纯态密度矩阵描述量子干涉

𝜌 = 𝜓|ۄ |𝜓ۃ = 𝜓1|ۄ |𝜓1ۃ + 𝜓2|ۄ |𝜓2ۃ + 𝜓1|ۄ |𝜓2ۃ + h. c

𝛼 = 1,2

𝜓|ۄ = 𝜓1|ۄ + 𝜓2|ۄ

= |𝜓1 𝑥 |2 +|𝜓2 𝑥 |2 + 𝜓1
∗ 𝑥 𝜓2 𝑥 + 𝜓2

∗ 𝑥 𝜓1 𝑥𝜌 𝑥 = 𝑥|𝜌|𝑥

113

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



假设源远离双缝, ۄ|𝜓1 和 𝜓2|ۄ 近似为平面波

𝑑代表在屏上物质波的“光程”差

描述了出现在屏上的干涉条纹，𝑑与屏上位置有关

纯态密度矩阵

𝜓1(𝑥) ∼ ei𝑘𝑥 ,  𝜓2(𝑥) ∼ e )i𝑘(𝑥+𝑑

𝜌(𝑑) = 2 + ei𝑘𝑑 + e−i𝑘𝑑 = 2 1 + cos 𝑘𝑑
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纯态密度矩阵性质：

代表空间上的几率密度分布，非对角项

纯态密度矩阵的性质

tr 𝜌 = 1, 𝜌2 = 𝜌

𝜌 𝑥 ≡ 𝑥 𝜌 𝑥 = 𝑥|𝜓 𝜓 𝑥 = | )𝜓(𝑥 |2 ≡ | 𝑥|𝜓 |2

坐标空间的对角元

𝑥|𝜌ۃ( ′𝑥|ۄ = 𝜓∗(𝑥)𝜓(𝑥′ 代表相干项
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纯态密度矩阵的性质

仅证明(4)：𝜌半正定，当且仅当∀ 𝜓|ۄ , 𝜓|𝜌ۃ 𝜓|ۄ ≥ 0;

而对于𝜌 = 𝜙|ۄ ,|𝜙ۃ

𝜓|𝜌ۃ 𝜓|ۄ = |𝜓ۃ 𝜙ۄ |𝜙ۃ 𝜓ۄ = |𝜓ۃ| 𝜙ۄ |2 ≥ 0

1. 归一性 tr 𝜌 = 1
2. 投影性 𝜌2 = 𝜌
3. 厄米性 𝜌† = 𝜌
4. 半正定性 𝜌 ≥ 0

𝜌 = 𝜙|ۄ 𝜙|满足ۃ
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混合态密度矩阵

由𝑁个体系所组成的系综，处在𝐴的本征态 𝑛|ۄ 上的

经典几率为𝑃𝑛，即系综中有𝑛′ = 𝑃𝑛𝑁个系统处于

𝑛|ۄ 态上。相对于系综而言，测量𝐴得到平均值是

混态密度矩阵是否为非对角依赖于基矢的选择

定义混态的密度矩阵

𝜌 = ෍

𝑛

𝑃𝑛 𝑛|ۄ |𝑛ۃ

“经典”平均 “量子”平均 混合平均

𝐴 = ෍

𝑛

𝑃𝑛𝑎𝑛 = ෍

𝑛

𝑃𝑛 𝑛|𝐴|𝑛 = tr 𝜌𝐴

117

“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



混合态密度矩阵的性质

与𝐴不对易的算子𝐵， [𝐴, 𝐵] ≠ 0

对于混合态而言，任何力学量期望值与其非对角元无关。

对纯态或混合系统，以上求平均值公式是普适的。

测𝐵的平均值为 𝐵 = σ𝑛 𝑃𝑛
ത𝐵𝑛 = σ𝑛 𝑃𝑛 𝑛|𝐵|𝑛 = tr 𝜌𝐵

混态上平均包含两次平均：
(1)先在 𝑛|ۄ 上做量子力学平均：

(2)再做经典统计平均。

ത𝐵𝑛 = 𝑛|𝐵|𝑛
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混态密度矩阵性质

仅证明(4) 

1. 归一性tr 𝜌 = 1
2.  𝜌2 ≠ 𝜌
3. 厄米性 𝜌† = 𝜌
4. tr 𝜌2 < 1

tr 𝜌2 = tr ෍

𝑛

𝑝𝑛
2 𝑛|ۄ |𝑛ۃ = ෍

𝑛

𝑝𝑛
2 < ෍

𝑛

𝑝𝑛 = 1
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密度矩阵的一般表示

作为一个𝑁维（dim 𝑉 = 𝑁）,态矢
量，右矢 𝜓 ∈ 𝑉可以表示成列矢量

𝜌 =

𝜙1
2 𝜙1𝜙2

∗ ⋯ 𝜙1𝜙𝑁
∗

𝜙2𝜙1
∗ 𝜙2

2 ⋯ 𝜙2𝜙𝑁
∗

⋮
𝜙𝑁𝜙1

∗
⋮

𝜙𝑁𝜙2
∗

⋱
⋯

⋮
𝜙𝑁

2

纯态密度矩阵可表示为

𝜓 =

𝜙1

𝜙2

⋮
𝜙𝑁

,

𝜓 = 𝜙1
∗ 𝜙2

∗ ⋯ 𝜙𝑁
∗

左矢 𝜓 就表示成行矢量 
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密度矩阵的一般表示

𝜌 = ෍

𝛼

𝑁𝛼

𝑁
𝜓𝛼 𝜓𝛼

=
𝑁→∞

෍

𝛼

𝑃𝛼 𝜓𝛼 𝜓𝛼 = ෍

𝛼

𝑃𝛼𝜌𝛼

对于一个由𝑁个系统组成的系综，事先知道系统状态：

𝜓1 𝜓2 ⋯ 𝜓𝛼 ⋯ 𝜓𝑀

𝑁1个 𝑁2个 ⋯ 𝑁𝛼个 ⋯ 𝑁𝑀个

则这个系综对应的混态密度矩阵可表示为

𝜌𝛼是纯态 𝜓𝛼 对应的密度矩阵
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量子比特：自旋1/2粒子的密度矩阵

Ԧ𝑎 的长度表示了“混度”：纯态时 Ԧ𝑎 = 1 ，自旋完全极化；
完全混合态时| Ԧ𝑎| = 0，自旋完全非极化。

自旋1/2的任意密度矩阵可以用Pauli矩阵刻画

𝜌 =
1

2
𝐼 + Ԧ𝑎 ⋅ Ԧ𝜎 =

1

2

1 + 𝑎3 𝑎1 − i𝑎2

𝑎1 + i𝑎2 1 − 𝑎3
,

其中Pauli矩阵

𝜎1 =
0 1
1 0

, 𝜎2 =
0 −i
i 0

, 𝜎3 =
1 0
0 −1

向量 Ԧ𝑎被称为Bloch矢量，可以通过密度矩阵计算：

Ԧ𝑎 = tr 𝜌 Ԧ𝜎
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自旋1/2的密度矩阵—Bloch球

𝑥, 𝑦, 𝑧轴恰好对应𝜎𝑥 , 𝜎𝑦,𝜎𝑧的本征态！

思考 如何用微分几何描述Bloch球？

𝛼 = cos
𝜃

2
ei𝛿 , 𝛽 = sin

𝜃

2
ei 𝛿+𝜙

𝜓 = ei𝛿 cos
𝜃

2
0 + sin

𝜃

2
ei𝜙 1

= cos
𝜃

2
0 + sin

𝜃

2
ei𝜙 1

用球面上点 𝜃, 𝜙 表示自旋1/2纯态

𝜓 = 𝛼 0 + 𝛽 1
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证明 由

tr 𝜌2 =
1

4
tr

1 + 𝑎3
2 + 𝑎1

2 + 𝑎2
2 whatever

whatever 1 − 𝑎3
2 + 𝑎1

2 + 𝑎2
2

=
1

2
1 + Ԧ𝑎 2 = 1

对于纯态，tr 𝜌2 = tr 𝜌 = 1 ⇒ Ԧ𝑎 2 = 1，对应球面上的点

而对混态，tr 𝜌2 < 1 ⇒  Ԧ𝑎 2 < 1, 对应Bloch球内部的点
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定理 对于自旋1/2纯态，Bloch矢量 Ԧ𝑎 = 1; 对混合态， Ԧ𝑎 < 1.

自旋1/2的密度矩阵

𝜌 =
1

2

1 + 𝑎3 𝑎1 − i𝑎2

𝑎1 + i𝑎2 1 − 𝑎3
,
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自旋1/2的密度矩阵

完全混合态为 Ԧ𝑎 = 0

𝜌mix =
1

2
( |ۄ ↑ ↑ۃ | + |ۄ ↓ ↓ۃ |) =

1

2
𝐼

不依赖于上态和下态的选取，在任意基矢下都为单位矩阵。

说明
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混合态的密度矩阵：应用举例

𝑛 | 𝑛 = 1,2, … 是系统的能量本征态，处于热平衡态

的系统在 𝑛 : 𝐻 𝑛|ۄ = 𝐸𝑛 𝑛|ۄ 上的几率为

其中𝑍 = σ𝑛 𝑒−𝛽𝐸𝑛 , 𝛽 =
1

𝑘𝑇
, 𝑇为温度,𝑘为玻尔兹曼常数,

能量平均值

热平衡态

𝑃𝑛 =
1

𝑍
e−𝛽𝐸𝑛

𝜌𝑇 = ෍

𝑛

1

𝑍
e−𝛽𝐸𝑛 𝑛 𝑛 =

1

𝑍
e−𝛽𝐻

热平衡态的密度矩阵

ഥ𝐻 = ෍

𝑛

𝑃𝑛𝐸𝑛 = ෍

𝑛

1

𝑍
e−𝛽𝐸𝑛𝐸𝑛 = tr 𝐻𝜌𝑇 ,
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密度矩阵的时间演化

对于纯态

计算密度矩阵的时间导数

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓|ۄ = 𝐻 𝜓|ۄ −iℏ

𝜕

𝜕𝑡
|𝜓ۃ = 𝜓|𝐻ۃ

这对应着经典力学中的Liouville方程

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = 𝐻, 𝜌

由此得到了密度矩阵演化的von Neumann方程

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = iℏ ෍

𝑛

𝑝𝑛 |ۄ ሶ𝜓𝑛 |𝜓𝑛ۃ + 𝜓𝑛|ۄ ۃ ሶ𝜓𝑛| = 𝐻, 𝜌
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考虑一个自旋1/2系统处于方向沿𝑧方向的磁场中，场强为𝐵

𝐻 = −𝜇𝐵 ⋅ Ԧ𝜎

(1) 系统处于温度为𝑇的热态，写下其密度矩阵𝜌𝑇，并计算自

旋沿𝑥方向的极化矢量——沿𝑥方向自旋的平均值。

习题

128

(3)若加人量子相干性，即

𝜌𝑇 → 𝜌𝑇′ = 𝜌𝑇 +
0 Δ
Δ 0

,

计算系统的有效温度 𝑇′(提示: 将𝜌𝑇′对角化，重新整理成 
exp(−𝛽′𝐻)/𝑍′ 的形式，进而得到𝑇′)，并给出系统在什么
条件下出现粒子数反转?

(2)在Bloch球上表征(1)中热平衡态随温度的变化（计算Bloch
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混合态密度矩阵刻画量子退相干

量子退相干及其3个解释

实物粒子的双缝实验：如果在双缝后面有一个探测器，可以准

确探知粒子是通过哪一条缝，则相干条纹消逝-量子退相干。

玻尔互补原理：

对位置的探测决定了粒子

性，波动性消逝了

海森堡不确定性关系：

位置探测得越准对动量扰动越大，

波矢变得不确定，干涉条纹消逝。

随机位相描述：测量使得叠加

𝜓|ۄ = 𝛼 𝜓1|ۄ + 𝛽 𝜓2|ۄ ⇒ ′𝜓|ۄ = 𝛼 𝜓1|ۄ + 𝛽ei𝜃 𝜓2|ۄ

𝜃为随机位相，其位相因子平均值为零，即 ei𝜃 = 0
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混合态密度矩阵刻画量子退相干

量子退相干的玻尔互补原理诠释

对位置的探测决定了粒子性，波动性消逝了
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玻尔量子互补原理：诠释退相干

物质具有波动粒子二重属性,但在同一个实
验中二者互相排斥 (一个 ad hoc 解释）

“粒子在测量中产生” “粒子属性在位置测量中产生”

粒子性：确定
的位置和动量

波动性：弥散
于整个空间

Δ𝑥 · Δ𝑝~ℏ
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Δ𝑥 ⋅ Δ𝑝 ≥ ℏ/2

海森堡不确定性关系解释量子退相干

x

动量不确定位置不确定

𝑝 = ℏ𝑘 + Δ𝑝

Δ𝑥 · Δ𝑝~ℏ

海森堡不确定性关系：位置探测得越准，则对动量扰

动越大。从而波矢变得不确定，则干涉条纹消逝。
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量子退相干随机位相诠释

随机位相描述：测量使得叠加态

𝜃为随机位相，其位相因子平均值为零，即 ei𝜃 = 0

𝜓|ۄ = 𝛼 𝜓1|ۄ + 𝛽 𝜓2|ۄ ⇒ ′𝜓|ۄ = 𝛼 𝜓1|ۄ + 𝛽ei𝜃 𝜓2|ۄ
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量子退相干随机位相密度矩阵描述

对𝐴求平均：

显然在纯态上，𝐴非对角元对期望值有

贡献。平均值 ҧ𝐴 还包含𝐴的非对角元。

𝜌 = 𝜓|ۄ |𝜓ۃ → 𝜌′ = ′𝜓|ۄ |′𝜓ۃ

𝜌′ = |𝛼|2 𝜓1|ۄ |𝜓1ۃ + |𝛽|2 𝜓2|ۄ |𝜓2ۃ + 𝛽∗𝛼 𝜓1|ۄ 𝜓2|e−i𝜃ۃ + h. c.

ҧ𝐴′ = tr 𝜌′𝐴 = |𝛼|2ۃ𝜓1|𝐴 𝜓1|ۄ + |𝛽|2ۃ𝜓2|𝐴 𝜓2|ۄ

+𝛽∗𝛼e−i𝜃ۃ𝜓2|𝐴 𝜓1|ۄ + c. c.
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混合态的密度矩阵计算期望值

整体期望值包含对 ҧ𝐴′中随机变量进一步求平均

对密度矩阵直接平均

密度矩阵非对角元消逝的现象对应量子退相干

它是今天研究的量子计算物理实现的主要障碍

ҧ𝐴′ = |𝛼|2ۃ𝜓1|𝐴 𝜓1|ۄ + |𝛽|2ۃ𝜓2|𝐴 𝜓2|ۄ + 𝛽∗𝛼ۃ𝜓2|𝐴 𝜓1|ۄ ei𝜃 + c. c.

= |𝛼|2ۃ𝜓1|𝐴 𝜓1|ۄ + |𝛽|2ۃ𝜓2|𝐴 𝜓2|ۄ

ഥ𝜌′ = 𝜌′ = |𝛼|2 𝜓1|ۄ |𝜓1ۃ + |𝛽|2 𝜓2|ۄ |𝜓2ۃ

tr ഥ𝜌′𝐴 = |𝛼|2ۃ𝜓1|𝐴 𝜓1|ۄ + |𝛽|2ۃ𝜓2|𝐴 𝜓2|ۄ

然后计算𝐴的平均值
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1.6 谐振子量子化的代数方法
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定义产生、消灭算子

坐标和动量可以反过来由产生消灭算子表达

谐振子量子化的代数方法

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2 [𝑥, 𝑝] = iℏ

𝑎 =
𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 +

i𝑝

𝑚𝜔
, 𝑎† = 𝑎 † =

𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 −

i𝑝

𝑚𝜔

𝑎, 𝑎† = 1.

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎† , 𝑝 = −i

ℏ𝑚𝜔

2
𝑎 − 𝑎† .
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谐振子量子化的代数方法

再定义粒子数激发算子： ො𝑛 = 𝑎†𝑎

𝐻 = −
1

2𝑚

𝑚ℏ𝜔

2
𝑎 − 𝑎† 2

+
1

2
𝑚𝜔2

ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎+ 2

=
1

2
ℏ𝜔 𝑎†𝑎 + 𝑎𝑎†

𝐻 = ℏ𝜔 ො𝑛 +
1

2
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谐振子本征态

定义Fock态

先设存在一个状态 0|ۄ 是𝑎的零值本征态，后面证明之

证明谐振子有Fock表示：

(1)

(2)

(3)

𝑎 0|ۄ = 0

𝑛|ۄ =
1

𝑛!
𝑎†𝑛 0|ۄ , 𝑛 = 0,1,2, ⋯

൞
𝑎† 𝑛|ۄ = 𝑛 + 1 𝑛|ۄ + 1

𝑎 𝑛|ۄ = 𝑛 𝑛|ۄ − 1

ො𝑛 𝑛|ۄ = 𝑛 𝑛|ۄ
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证明 利用 𝑎, 𝑎† = 1和归纳法证明

当 𝑛 = 1， ො𝑛, 𝑎† = 𝑎†

假设 𝑛 时成立，𝑛 + 1时

故𝑛 + 1时也成立。

谐振子本征态

ො𝑛, 𝑎†𝑛+1 = ො𝑛, 𝑎†𝑛 ⋅ 𝑎†

= ො𝑛, 𝑎†𝑛 𝑎† + 𝑎†𝑛 ො𝑛, 𝑎†

= 𝑛 + 1 𝑎†𝑛+1

ො𝑛, 𝑎†𝑛 = 𝑛𝑎†𝑛
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ො𝑛, 𝑎†𝑛 = 𝑛𝑎†𝑛, ො𝑛𝑎†𝑛 = 𝑛𝑎†𝑛 + 𝑎†𝑛 ො𝑛

谐振子的本征方程 量子化能量

谐振子本征态

ො𝑛 𝑛|ۄ =
ො𝑛𝑎†𝑛

𝑛!
0|ۄ = 𝑛 𝑛|ۄ +

𝑎†𝑛 ො𝑛 0|ۄ

𝑛!
= 𝑛 𝑛|ۄ

其中用到了： ො𝑛 0|ۄ = 𝑎†𝑎 0|ۄ = 0

由

𝐻 𝑛|ۄ = 𝐸𝑛 𝑛|ۄ 𝐸𝑛 = ℏ𝜔 𝑛 +
1

2
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练习题

从而证明： 

① 根据Fock态定义证明：

谐振子本征态

𝑎, 𝑎†𝑛 = 𝑛𝑎†𝑛−1
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𝑎 𝑛|ۄ = 𝑛 𝑛|ۄ − 1

② 用归纳法证明：

𝑎† 𝑛|ۄ = 𝑛 + 1 𝑛|ۄ + 1
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证明谐振子基态的存在

在坐标表象中𝑎 0 = 0可表达为（𝑎 ∝ 𝑥 +
i𝑝

𝑚𝜔
）

𝜓0(𝑥) = 𝑥|0 =基态波函数

归一化的波函数：

𝑥 +
ℏ

𝑚𝜔

d

d𝑥
𝜓0 𝑥 = 0

d

𝑥d𝑥
𝜓0 𝑥 = −

𝑚𝜔

ℏ
𝜓0 𝑥

d𝜓0

𝜓0
= −

𝑚𝜔

ℏ
𝑥d𝑥

𝑥|𝑥 +
i𝑝

𝑚𝜔
|0 = 0

𝜓0 𝑥 =
𝑚𝜔

𝜋ℏ

Τ1 4

e−
𝑚𝜔𝑥2

2ℏ
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谐振子本征函数的坐标表示

第𝑛个激发态可以表示为

定义 𝜉 = Τ𝑚𝜔 ℏ
1
2𝑥

𝜓𝑛 𝑥 =
−1 𝑛

𝑛! 2𝑛

d

d𝜉
− 𝜉

𝑛
𝑚𝜔

𝜋ℏ

Τ1 4

e− Τ𝜉2 2

=
−1 𝑛

𝑛! 2𝑛

𝑚𝜔

𝜋ℏ

Τ1 4

e Τ𝜉2 2
d

d𝜉
e− Τ𝜉2 2

𝑛

e− Τ𝜉2 2

𝜓𝑛 𝑥 = 𝑥|𝑛 =
1

𝑛!
𝑥|𝑎†𝑛ۃ 0|ۄ =

1

𝑛!

𝑚𝜔

2ℏ

Τ𝑛 2

𝑥| 𝑥 −
i𝑝

𝑚𝜔

𝑛

|0

=
1

𝑛!

𝑚𝜔

2ℏ

Τ𝑛 2

𝑥 −
ℏ

𝑚𝜔

d

d𝑥

𝑛

𝜓0 𝑥
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谐振子本征函数的坐标表示

从而

考虑对任意函数𝜓 𝑥

其中𝐻𝑛 𝜉 = −1 𝑛e𝜉2 d

d𝜉

𝑛
e−𝜉2

是厄米多项式。

𝜓𝑛 𝜉 =
−1 𝑛

𝑛! 2𝑛

𝑚𝜔

𝜋ℏ

1/4

e Τ𝜉2 2
d

d𝜉

𝑛

e−𝜉2

≡
1

𝑛! 2𝑛

𝑚𝜔

𝜋ℏ

1/4

e− Τ𝜉2 2𝐻𝑛 𝜉 ,

e Τ𝜉2 2
d

d𝜉
e− Τ𝜉2 2 𝜓 𝑥 =

d

d𝜉
− 𝜉 𝜓 𝑥
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相干态 (Coherent State)

相干态 𝛼|ۄ 定义为消灭算子的本征态

设 𝛼|ۄ = σ𝑛=0
∞ 𝐶𝑛 𝑛|ۄ

𝑎 𝛼|ۄ = 𝛼 𝛼|ۄ

𝑎 𝛼|ۄ = 𝛼 𝛼|ۄ

⇒ ෍

𝑛=1

∞

𝐶𝑛 𝑛 𝑛|ۄ − 1 = ෍

𝑛=0

∞

𝐶𝑛+1 𝑛 + 1 𝑛|ۄ = ෍

𝑛=0

∞

𝛼𝐶𝑛 𝑛|ۄ

⇒ 𝐶𝑛+1 =
𝛼

𝑛 + 1
𝐶𝑛

ቑ
⇒ 𝐶𝑛 =

𝛼 𝑛

𝑛!
𝐶0

𝛼 𝛼 = 1

⇒ 𝐶0 = exp Τ− 𝛼 2 2
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相干态 (Coherent State)

相干态的Fock表示

定义 相干态的生成算子

𝛼|ۄ = e− Τ|𝛼|2 2 ෍

𝑛=0

∞
𝛼𝑛

𝑛!
𝑛|ۄ

𝐷 𝛼 = exp 𝛼𝑎† − 𝛼∗𝑎

𝛼|ۄ = 𝐷(𝛼) 0|ۄ
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相干态 (Coherent State)

利用Baker-Hausdoff公式 (当[𝐴, 𝐵] = 𝐶, [𝐶, 𝐴] = 0 = [𝐶, 𝐵])

e𝐴+𝐵 = e− 𝐴,𝐵 /2e𝐴𝑒𝐵

𝐷(𝛼) = e−
𝛼 2

2 e𝛼𝑎†
e−𝛼∗𝑎 = e−

𝛼 2

2 e𝛼𝑎†
෍

𝑛=0

∞
−𝛼∗ 𝑛

𝑛!
𝑎𝑛

利用

e−𝐴𝐵e𝐴 = 𝐵 − 𝐴, 𝐵 +
1

2!
𝐴, 𝐴, 𝐵 + ⋯ , 

得到

𝐷−1(𝛼)𝑎𝐷(𝛼) = 𝑎 + 𝛼
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当𝛂为实数，相干态的生成算子 )𝐷(𝛼 是
坐标表示给出坐标空间上的平移算子

𝛼𝑎†−𝛼∗𝑎 = −
2

ℏ𝑚𝜔
𝛼i𝑝

相干态的坐标表示

𝑎 =
𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 +

i𝑝

𝑚𝜔
,  𝑎† =

𝑚𝜔

2ℏ
𝑥 −

i𝑝

𝑚𝜔

𝐷(𝛼) = e−
i
ℏ

𝑞𝑝 𝑞 = 𝛼
2ℏ

𝑚𝜔

可以证明：𝐷(𝛼)𝜓(𝑥) = 𝜓 𝑥 − 𝑞
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相干态的坐标表示

平移的距离：𝑞 = 𝛼
2ℏ

𝑚𝜔

𝐷 𝛼 代表坐标空间上波函数的平移算符

e−
i
ℏ

𝑞𝑝 𝑥|ۄ = න 𝑝|ۄ −𝑝|eۃ
i
ℏ

𝑞 ො𝑝 𝑥|ۄ d𝑝 = න 𝑝|ۄ 𝑝|𝑥 e−
i
ℏ

𝑞𝑝d𝑝

= න 𝑝|ۄ e−
i
ℏ

𝑥+𝑞 𝑝d𝑝 = න 𝑝|ۄ 𝑝|𝑥 + 𝑞 d𝑝

= 𝑥|ۄ + 𝑞

𝑝|𝑥 = 𝑥|𝑝 ∗ =
1

2𝜋ℏ
e−

i
ℏ

𝑝𝑥

𝐷 𝛼 𝜑 𝑥 = −𝑥|eۃ
i
ℏ

𝑞𝑝 𝜑|ۄ = 𝜑 𝑥 − 𝑞 .
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谐振子相干态的物理意义 (1)

𝜓0(𝑥) = 𝑥|0 ∝ e−
𝑚𝜔𝑥2

2ℏ

代表一个中心在原点的高斯波包.

当𝛼为实数时，相干态 𝛼|ۄ = 𝐷 𝛼 0|ۄ 代

表一个中心被移动了距离𝑞的高斯波包 

𝑞 = 𝛼
2ℏ

𝑚𝜔

𝑥|𝛼 = 𝑥|𝐷ۃ 𝛼 0|ۄ

= 𝜓0 𝑥 − 𝑞 =
𝑚𝜔

𝜋ℏ

Τ1 4

e−
𝑚𝜔 𝑥−𝑞 2

2ℏ
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谐振子相干态的物理意义 (2)

即相干态满足最小的不确定性关系

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝑎 + 𝑎†

𝑝 = −i
ℏ𝑚𝜔

2
𝑎 − 𝑎†

Δ𝑥Δ𝑝 =
ℏ

2
,

Δ𝑥 2 =
ℏ

2𝑚𝜔
.

𝑥2 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝛼2 + 𝛼∗2 + 2𝛼𝛼∗ + 1 ,

𝑥 =
ℏ

2𝑚𝜔
𝛼 + 𝛼∗ ,

Δ𝑝 2 =
ℏ𝑚𝜔

2
.

𝑝2 =
ℏ𝑚𝜔

2
1 + 2𝛼𝛼∗ − 𝛼2 − 𝛼∗2 ,

𝑝 = −i
ℏ𝑚𝜔

2
𝛼 − 𝛼∗ ,
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谐振子相干态的物理意义 (2)

思考题

是否不确定关系最小态都是相干态？

这个问题的思考导致了压缩态概念的诞生。

参考文献：H. P. Yuen, Phys. Rev. A 13, 2226 (1976)
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1926年薛定谔提出了波动力学的基本方程，但
它可否描述一个质点的运动？如果用一个波包来
描述它，但波包的扩散行为（见下页习题）与直
观物理现象相矛盾，因为一个质点是不会扩散的
。薛定谔发现，在谐振子势中，一个特殊叠加出
来波包——相干态是不扩散的。这样一个波包的
不确定性最小，其中心运动代表了谐振子的经典
运动。1960年代，Glauber等人在寻求相干性最好
的光场状态，使得原子探测器的效率最高，这样
状态正好也是相干态，它正好描述了刚刚发现的
激光现象。

薛定谔的相干态
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练习题

对于自由粒子 𝐻 = 𝑝2/2𝑚，取其初态为高斯波包

𝜓(𝑥, 𝑡 = 0) =
1

2𝜋𝑎2 Τ1 4
ei𝑝0 𝑥 − 𝑥0 e

−
𝑥−𝑥0

2

4𝑎2 ，

计算波包宽度随时间的变化，说明波包的扩散行为.
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相干态的物理意义：时间演化

对于哈密顿量为𝐻 = ℏ𝜔𝑎†𝑎的谐振子

若 |ۄ )𝜓(0 = 𝛼|ۄ ，则 |ۄ )𝜓(𝑡 = e−i𝑎†𝑎𝜔𝑡 𝛼|ۄ = 𝛼e−i𝜔𝑡|ۄ

iℏ
𝜕

𝜕𝑡
|ۄ )𝜓(𝑡 = 𝐻 |ۄ )𝜓(𝑡

|ۄ )𝜓(𝑡 = e−i𝐻𝑡 |ۄ )𝜓(0

e−i𝜔𝑡𝑎†𝑎 𝛼|ۄ = 𝑒− Τ|𝛼|2 2 ෍

𝑛=0

∞
𝛼 𝑛

𝑛!
e−i𝜔𝑡 ො𝑛 𝑛|ۄ = e− Τ|𝛼|2 2 ෍

𝑛=0

∞
𝛼e−i𝜔𝑡 𝑛

𝑛!
𝑛|ۄ

|ۄ )𝜓(𝑡 = e−i𝑎†𝑎𝜔𝑡 𝛼|ۄ = 𝛼e−i𝜔𝑡|ۄ
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它正好代表一个质心做简谐振动的波包，而波包不扩散。

相干态的物理意义：时间演化

𝜓 𝑥, 𝑡 = 𝑥|e−i𝜔𝑡𝑎†𝑎ۃ 𝛼|ۄ

=
𝑚𝜔

𝜋ℏ

Τ1 2

exp −
𝜔𝑚

ℏ
𝑞 − 𝑞0cos 𝜔𝑡

2

,

𝛼为实数时
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思考题

相干态对应的高斯波包不随时间扩散，且在阱里

做简谐振动。对于一个任意宽度的高斯波包，思

考其在谐振子势中是如何运动的。
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补充学习材料：量子耗散系统
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我国著名理论物理学彭桓武先生研究量子开系统的故事

160

  
  
  
  
  
  
  
“
版
权
归
报
告
人
所
有
”
 

  
 
 
 
 
 
  
  
  
“
蔻
享
学
术
在
线
传
播
专
用
，
未
经
许
可
，
请
勿
转
载
！



彭桓武先生关于量子开系统的研究

布朗运动：
随机力驱动的耗散系统或量子开系统，

𝑀 ሷ𝑞 𝑡 = −𝛾 ሶ𝑞 𝑡 −
𝜕𝑉 𝑞

𝜕𝑞
+ 𝑓 𝑡

？

𝑞 𝑡 , ሶ𝑞 𝑡 =
iℏ

𝑀
e−𝛾 Τ𝑡 𝑀 ≡ i𝜂 𝑡

𝑥, 𝑝 = iℏ
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彭桓武先生关于量子开系统的研究

在 𝑥, ሶ𝑥 = i𝜂 𝑡  中定义正则坐标和动量的

方式并不唯一。一般地，对于

“彭桓武规范”：
൞

𝑥 𝑡 = 𝑞 𝑡 e𝛾 Τ𝑡 2𝑀

𝑝 𝑡 = 𝑀 ሶ𝑞 𝑡 +
1

2
𝛾𝑞 𝑡 e𝛾 Τ𝑡 2𝑀

只要𝑓 𝑡 𝑔 𝑡 = 𝜂 𝑡 ,就有 𝑞, 𝑝 = iℏ.

这样的 𝑓 𝑡 , 𝑔 𝑡 的选取称作一个“规范”。

𝑞 𝑡 = 𝑥𝑓 𝑡 ,

𝑝 𝑡 = i ሶ𝑥𝑔 𝑡 /ℏ,
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彭氏哈密顿量的优点与适用条件

不考虑布朗运动，谐振子的彭氏哈密顿量是时间无
关的，而Caldirora-Kani (CK)时间相关哈密顿量

适用条件：外场不能是布朗随机力

布朗随机力 [𝑓(𝑡), 𝑥] ≠ 0

彭先生当时并没有意识到这个适用条件，别人指出后，他非常

重视。对此，他有精辟的评价，折射出他高尚严谨的学术品格。

彭桓武有效哈密顿量 

𝐻𝑒 𝑡 =
𝑝2

2𝑀
+ e𝛾 Τ𝑡 𝑀𝑉 𝑥e−𝛾 Τ𝑡 2𝑀 −

𝛾2

8𝑀
𝑥2 − 𝑓 𝑡 𝑥 ⋅ e𝛾 Τ𝑡 2𝑀
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思考题

1、当 𝑓(𝑡)与𝑥不对易时，如何量子化布朗运动方程

2、对布朗运动的随机性描述主要体现在耗散-涨落定理

)𝑓 𝑡 = 0, 𝑓(𝑡)𝑓(𝑡′) ∝ 𝛾𝛿(𝑡 − 𝑡′

有耗散时𝛾 ≠ 0，则随机关联 𝑓(𝑡)𝑓(𝑡′)  ≠ 0

如何用量子力学描述这个定理？

进一步阅读：
1. Evolution of the wave-function in a dissipative system

L.H. Yu and C. P. Sun, Phys. Rev. A 49, 592 (1994)

2. Exact dynamics of a quantum dissipative system in a constant external-field    

C. P. Sun and L.H. Yu, Phys. Rev. A 51, 1845 (1995)
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补充学习材料：量子测量问题
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量子测量假设-量子力学哥本哈根诠释

测量力学量𝐴一次,得到结果𝑎𝑛

被测量系统处于量子态

冯·诺依曼，1929
一次测量确切得到𝑎𝑛后态变为:

| 𝜓ۄ = ෍

𝑛

𝑐𝑛 | 𝑛ۄ

| 𝜓ۄ = ෍

𝑛

𝑐𝑛 | 𝑛ۄ → | 𝑛ۄ

𝐴| 𝑛ۄ = 𝑎𝑛| 𝑛ۄ

量子力学中的演化：幺正（U过程）
投影测量 𝜓|ۄ → 𝑛|ۄ  ：非幺正（R过程）

波包塌缩  

wave packet collapse ，

measurement projection
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波包塌缩的单粒子图象

例子：测量位置

𝜙(𝑦) = |𝑦ۃ 𝜓ۄ

𝑁𝑛
−1 = න

𝑛𝑎

(𝑛+1)𝑎

|𝜓(𝑦)|2d𝑦

𝜙𝑛(𝑦) = ቊ
𝑁𝑛𝜙(𝑦),  𝑛𝑎 ≤ 𝑦 < (𝑛 + 1)𝑎
0,𝑛𝑎 ≥ 𝑦 𝑜𝑟 𝑦 ≥ (𝑛 + 1)𝑎

测量后波包变窄为
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波包塌缩与狭义相对论有表观矛盾

“非定域性违背狭义相对论”暗含了投影假设

事实上，“Bell不等式违背”意味着非定域性存在，但没有超光速！

𝜙(0) = δ(𝑥) ≈ ෍

𝑝

)exp(i𝑝𝑥

𝐺 1 𝐴, 𝐵 = 𝜌 𝐴, 𝐵 = 𝜓+ 𝐴 𝜓 𝐵 ≠ 0, |𝐴 − 𝐵| > 𝑐𝑡

上使得类空关联出现

)𝜙(𝑡) = exp(i𝑝𝑥

上测量动量，“塌缩”到
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波包塌缩: 爱因斯坦“光子球”

一个光年| 𝑘ۄ

| 𝜓ۄ ∼ ෍
𝑘′

| ′𝑘ۄ → | 𝑘ۄ
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中子的双缝干涉

实验：无法区分波包塌缩和退相干

“波”到“粒子”的跃变

| 𝜓ۄ = ෍
𝑛

𝑐𝑛 | 𝑛ۄ → | 𝑛ۄ | 𝜓ۄ |𝜓ۃ → ෍
𝑛

𝑐𝑛
2 | 𝑛ۄ |𝑛ۃ

波包塌缩和退相干均导致相同重复测量结果
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波包塌缩起因：重复测量给出相同结果

玻恩几率定义的测量：波包塌缩（WPC）

𝜓|ۄ = ෍ 𝐶𝑛 𝑛 → 𝑛 , 𝐴 𝑛 = 𝑎𝑛 𝑛

紧接着𝐴的第二次测量得到相同结果

重复测量是否给出
相同结果依赖于量
子测量的定义！！
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退相干导致重复测量结果相同

期望值假设定义的测量：退相干（Decoherence）

𝜌 = 𝜓|ۄ |𝜓ۃ → 𝜌𝑑 = ෍ 𝐶𝑚
2 𝑚|ۄ |𝑚ۃ

)ҧ𝐴′ = tr(𝜌𝑑𝐴 = 𝑡𝑟 ෍

𝑚

𝑐𝑚
2 𝑚 𝑚 𝐴 = ෍

𝑚

𝑎𝑚 𝑐𝑚
2

第二次重复测𝐴也得到相同结果

第一次测量：

ҧ𝐴 = tr 𝜌𝐴 = ෍

𝑚

𝑚 𝜌𝐴 𝑚 = ෍

𝑚

𝑎𝑚 𝑐𝑚
2
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两种量子测量定义的等价性与重复测量结果趋同

期望值假设定义的系综测量
ҧ𝐴 = 𝜓|𝐴|𝜓 = σ𝑛 𝑎𝑛 |C𝑛|2

玻恩几率定义的单粒子测量：
在 𝜓|ۄ = σ 𝐶𝑛 𝑛|ۄ 上，一旦测
得的结果是A的本征值之一
𝑎𝑛的几率为𝑃𝑛 = |𝐶𝑛|2

重复测量得到结
果仍然确定是 𝑎𝑛

对应概率不变

重复测𝐴得到相同
结果σ𝑚 𝑎𝑚 𝑐𝑚

2 ：
)ҧ𝐴′ = tr(𝜌𝑑𝐴 = ҧ𝐴

逻辑图的可交换，意味着波包塌缩和退相干都
可以无差别地诠释实验，从而证明可实验观察
重复性，无法保证波包塌缩的唯一正确性！！
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量子测量的物理：系综诠释或几率诠释？

爱因斯坦的“第一观点”：“预言的是事件出现的频率”

“函数无论如何也不能描述单个
粒子的状态，它涉及了多个系统
，从统计力学角度就是系综”

“玻恩假说”：“预言的是单个体系测量结果的几率”

“量子描述…并不回答…某个粒子在特定时刻的位置…回答的
只是提出的统计问题”“分歧不是实质性的，只是语言上的
”

电子衍射实验涉及到稳定的系统：
时间平均=系综平均，因而不能区分二者

玻恩观点的演变：

《爱因斯坦文集》第一集
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有人认为，量子力学的基础是“物质世界和意识

不可分开”“客观世界很有可能并不存在！”               

波粒二象性    Wave-Particle Duality

量子力学重启老生常谈的哲学问题讨论

https://www.23yy.com/4830000/4829790.shtml

波

粒
子

波
粒子
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基于哥本哈根诠释—波包塌缩假设的误解

𝜓|ۄ = ෍ 𝜓(𝑥) 𝑥|ۄ → 𝑥|ۄ = 𝑏x 𝑥|ۄ = 𝑥 𝑥|ۄ

有人说：“在量子物理中，这种没有确定的状态，一被

观测，也就是人的意识一参与，基本粒子的波函数就开

始坍缩了，电子就会出现在个确定的位置，就出现某种

客观实在，所以客观实在产生于意识参与的测量”。

测量坐标“塌缩”到 𝜑(𝑥) = δ(𝑥 − 𝑏)

𝑥 = 0 𝑥 = b

客观实在
Objective Reality 

粒子性：确定
的位置和动量
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“量子经典诠释的玻尔版本有很大的瑕疵。…

哥本哈根诠释经典地处理观察者与测量这些操

作。这种处理方法肯定的不对：观察者与他们

的仪器也得遵守同样的量子力学规则…。”

Steven Weinberg，Physics Today, Nov. 2005, p. 31

薛定谔、温伯格、盖尔曼对哥本哈根诠释的批评

温伯格：我为什么对量子力学不满意   2016年11月23日：《科学美国人》

2013年

M. Gell-Mann有完全类似的批评：见第11 章和他的传记177
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我的观点：量子力学诠释问题

孙昌璞：“对待量子力学诠释严肃

的科学态度应该是首先厘清量子力

学诠释中哪一部分观念导致了基本

应用方面的“高歌猛进”，哪一部

分观念导致了理解诠释方面的“莫

衷一是”。对量子力学诠释不分清

楚彼此、逻辑上倒因为果的情绪化

评价，会在概念上混淆是非，误导

量子理论与技术的真正创新。无怪

乎，有人以“量子”的名义为认识

论中“意识可以脱离物质”的明显

错误而张目，其根源就是每个人心

目中有不同的量子力学诠释”。
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1、系统的量子态用满足薛定谔方程的波函数来表述（薛定谔）。
    可观察量用服从对易关系的厄米算符表示
  （海森堡、玻恩、约当，狄拉克）
 

2、量子系统的描述是概率性的。一个事件的发生概率是波函数的
绝对值平方（玻恩），由此推导出不确定性原理（海森堡）

哥本哈根诠释前后的量子力学

3、物质具有波粒二象性：根据互补原理（Complementarity principle），        

同一个实验可以展示出物质的粒子行为或波动行为，但不能同时展示
（玻尔，海森堡）

4、测量仪器必须是经典的，它的数学描述是波包塌缩（玻尔\冯.诺依曼)
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1、系统的量子态用满足薛定谔方程的波函数来表述（薛定谔）。
      可观察量用服从对易关系的厄米算符表示
    （海森堡、玻恩、约当，狄拉克）
 

2、量子系统的描述是概率性的。一个事件的发生概率是波函数的
绝对值平方（玻恩），由此推导出不确定性原理（海森堡）

哥本哈根诠释前后的量子力学

无需“投影测量”或哥本哈根诠释的量子力学
量子力学的最小概念框架

预言BELL不等式描述的非定域现实
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哥本哈根诠释引发所谓的“量子测量问题”

测量：波包塌缩

狭义相对论矛盾 量子-经典二元结构

相对态/多世界诠释

退相干 自洽历史 量子达尔文

统计概率诠释

局域隐变量

Bell不等式
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补充学习材料：

从索末菲量子化条件到基本对易关系
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𝐽 = 𝑖𝜔 ෍

𝑛

෍

𝑚

න
0

2𝜋
𝜔

𝑝𝑛 𝑞𝑚𝑚𝑒𝑖 𝑛+𝑚 𝜔𝑡𝑑𝑡

= 𝑖𝜔 ෍

𝑛

෍

𝑘

න
0

2𝜋
𝜔

𝑝𝑛 𝑞𝑘−𝑛 𝑘 − 𝑛 𝑒𝑖𝑘𝜔𝑡𝑑𝑡 = −2𝜋𝑖 ෍

𝜏

𝜏𝑝𝜏𝑞−𝜏

𝐽 = ∮ 𝑝𝑑𝑞 = 0׬

𝑇
𝑝 ሶ𝑞𝑑𝑡=nℎ

索末菲量子化条件 

𝑝 = ෍

−∞

+∞

𝑝𝑛𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡 , ሶ𝑞 = 𝑖𝜔 ෍

−∞

+∞

𝑚𝑞𝑚𝑒𝑖𝑚𝜔𝑡

作用量积分重新写为

按傅里叶积分， 𝑞(𝑡) = ෍

−∞

+∞

𝑞𝑛𝑒𝑖𝑛𝜔𝑡
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1 =
𝜕𝐽

𝜕𝐽
= −2πi ෍

τ

τ
𝜕

𝜕𝐽
pτq−τ

𝐽 = 𝑛ℎ

𝜕

𝜕𝐽
pτq−τ =

∆

𝜏ℎ
𝑝𝑛,𝑛−𝜏𝑞𝑛−𝜏,𝑛  

=
1

𝜏ℎ
𝑝𝑛+𝜏,𝑛𝑞𝑛,𝑛+𝜏 − 𝑝𝑛,𝑛−𝜏𝑞𝑛−𝜏,𝑛

෍

𝜏

pn,n−τqn−τ,n − qn,n+τpn+τ,n = iℏ

𝑝𝑞 − 𝑞𝑝 𝑛𝑚 = iℏ

量子化：基本对易关系
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阅读材料1.4

从物理光学光波到几何光学光线 
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在物理光学中，介质中的电磁波的方程为

∇2 − 𝜖𝜇
𝜕2

𝜕𝑡2
𝑢 𝑟, 𝑡 = 0

电磁场 𝑢 为坐标 𝒓 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 及时间 𝑡 之函数，𝜖 及 𝜇 为坐标 𝑟 的函数

𝑣2 =
1

𝜇𝜖
, 𝑘2 =

2𝜋

𝜆

2

=
𝜔

𝑣

2

用波速（相速）𝑣，波矢 𝑘，波长 𝜆
及频率𝜔描述电磁波，它们的关系为

波动方程：波长、频率与波矢量
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设电磁波为 𝑢 𝑟, 𝑡 = 𝑢 𝑟 𝑒−𝑖𝜔𝑡

拉普拉斯方程

∇2 + 𝑘2 𝑢 𝑟 = 0

设实函数 𝑆 𝑟  正比于波相位

𝑢 𝑟 = 𝐴 𝑟 𝑒𝑖𝑘0𝑆 𝑟

其中 𝑘0 =
2𝜋

𝜆
= 𝜔 𝜖0𝜇0

波的相位函数
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−𝑘0
2 ∇𝑆 2 −

𝑘

𝑘0

2

𝑢 𝑟

+2𝑖𝑘0

1

2
∇2𝑆 + ∇ ln 𝐴 ⋅ ∇𝑆 𝑢 𝑟

+ ∇ ln 𝐴 2 + ∇2 ln 𝐴 𝑢 𝑟 = 0

𝑆 𝑟 亦称光程函数—Eikonal 

波的程函方程 
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波长𝜆0趋近于零，𝑘0 → ∞，则实数及虚数部分，分别满足

𝜕𝑆

𝜕𝑥

2

+
𝜕𝑆

𝜕𝑦

2

+
𝜕𝑆

𝜕𝑧

2

− 𝑛2 𝑟 = 0

∇ ln 𝐴 ⋅ ∇𝑆 +
1

2
∇2𝑆 = 0

其中已经定义折射率

𝑛 𝑟 =
𝑘

𝑘0
=

𝜇𝜖

𝜇0𝜖0

Eikonal 方程

波的程函方程 
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物理光学中的光线

考虑由下式定义的等相位面—所谓波面（wave front） 

𝑆 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑆1 = 常数

面 𝑆 = 𝑆1上任何一矢量d𝒔 = d𝑥, d𝑦, d𝑧 ，皆符合下方程式

∇𝑆 ⋅ d𝒔 =
𝜕𝑆

𝜕𝑥
d𝑥 +

𝜕𝑆

𝜕𝑦
d𝑦 +

𝜕𝑆

𝜕𝑧
d𝑧 = 0

此方程式表明，𝑆之梯度∇𝑆与𝑆 = 𝑆1垂直；

由于𝑆 = 𝑆1为波面，∇𝑆则是光线（ray）。 
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◼ 如果介质是均匀的，即𝑛 𝑟 = 常数，则波面为平行的平面
，光线是与波面垂直的直线，即

𝑆 = 𝑛 𝛼, 𝛽, 𝜆

𝛼, 𝛽, 𝜆为𝑆 = 𝑆1面的法线的方向余弦。 

◼ 一奇点（singular point）的最简单解为
𝑆 = 𝑛𝑟,

∇2𝑆 =
2𝑛

𝑟
𝒓

◼ 且𝐴 𝑟 = 𝑎/𝑟, 𝑎 = 常数。因𝑢 𝑟 代表一球面波

𝑢 𝑟 =
𝑎

𝑟
𝑒𝑖𝑘𝑟

◼ 如果介质是不均匀的，则光线是弯曲的。 

物理光学中的光线
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当波长极短时的几何光学

𝜕𝑆

𝜕𝑥

2

+
𝜕𝑆

𝜕𝑦

2

+
𝜕𝑆

𝜕𝑧

2

− 𝑛2 𝑟 = 0

从波动光学到几何光学

非均匀介质的波动光学

∇2 + 𝑘(𝑟)2 𝑢 𝑟 = 0

𝑢 𝑟 = 𝐴 𝑟 𝑒𝑖𝑘0𝑆 𝑟
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半经典近似下的牛顿力学

从量子力学到牛顿力学

外场中的波动力学

𝜓 𝒓, 𝒕 = 𝑒𝑖𝑆 𝒓,𝑡 /ℏ.

1

2𝑚
∇𝑆 2 + 𝑉 +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
=

𝑖ℏ

2𝑚
∇2𝑆

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 𝒓, 𝒕 = −

ℏ2

2𝑚
∇2𝜓(𝒓, 𝒕) + 𝑉(𝒓)𝜓(𝒓, 𝒕)

ℏ→0 1

2𝑚
∇𝑆 2 + 𝑉 +

𝜕𝑆

𝜕𝑡
= 0

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕 ሶ𝑞
−

𝜕𝐿

𝜕𝑞
= 0

𝑆 𝑡 = න
𝑡0

𝑡

𝐿 d𝑡 = න
𝑡0

𝑡

(𝑇 − 𝑉) d𝑡
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物质波的几何光学—质点牛顿力学

𝜓 𝒓, 𝒕 = 𝑒𝑖𝑆 𝒓,𝑡 /ℏ.
𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −

𝜕𝑉(𝑟)

𝜕𝑟
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量子力学到经典力学VS波动光学到几何光学 

量子力学 电动力学

波的方程 薛定谔方程 电磁场波动方程

表达式

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
𝜓 = 𝐻𝜓

𝜕2

𝜕𝑡2 𝑢 −
1

𝜇𝜖
∇2𝑢 = 0

ℏ2𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 𝜙 = 𝐸𝜙 ∇2 + 𝑘2 𝑢 = 0

作用量波阵面 𝜙 ∝ exp[𝑖𝑆(𝑟)/ℏ] 𝑢 ∝ exp 𝑖𝑘0𝑆(𝑟)

极限
半经典近似

ℏ → 0

短波近似

𝜆 = 2𝜋/ 𝑘0 → 0

近似结果
(∇𝑆)2/(2𝑚) + 𝑉 = 0

牛顿方程

(∇𝑆)2 + 𝑛2(𝑟) = 0

程函方程
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